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Resumo 
 
 
 O presente trabalho de cariz investigativo pretende contribuir para o estudo e 
a compreensão da forma como alunos do ensino secundário resolvem problemas 
envolvendo funções quadráticas. Mais concretamente, pretende-se estudar que 
estratégias e representações são utilizadas pelos alunos na resolução de problemas 
envolvendo funções quadráticas; que erros e dificuldades são evidenciadas pelos 
alunos na resolução deste tipo de problemas; e como é que os alunos mobilizam os 
conhecimentos adquiridos durante a unidade de ensino dedicada às funções 
quadráticas. O trabalho resulta da leccionação desta unidade de ensino a alunos de 
Matemática A, do 10º ano. A metodologia de investigação adoptada é qualitativa. 
Baseia-se na observação do trabalho dos alunos, durante as aulas, na observação e 
análise das suas produções escritas, realizadas em sala de aula, e em entrevistas 
realizadas a três alunos com desempenhos matemáticos diferentes.  
 
 
Palavras-chave: Funções quadráticas, resolução de problemas, dificuldades de 
aprendizagem, pensamento algébrico, representações  
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Abstract 
 
 
The aim of the present investigation is to contribute to the study and 
understanding of problem-solving involving quadratic functions, by high school 
students. This means studying strategies and representations employed by students in 
the solution of problems involving quadratic functions; determining mistakes and 
difficulties that students exhibit while solving such problems; and understanding how 
students apprehend and employ concepts and techniques taught during classes on 
quadratic functions. The present work stems from these classes, taught to tenth grade 
students. The investigation methodology adopted is qualitative. It is based on the 
observation of work done by students, during classes, observation and analysis of 
written work, produced by them in the classroom, and on interviews given by three 
students with different mathematical performances.  
 
 
Keywords: Quadratic functions, problem-solving, learning difficulties, algebraic 
thinking, representations 
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Capítulo 1 
 
Introdução 
 
1.1  Organização do trabalho 
 
O presente relatório refere-se a uma unidade de ensino, intitulada “funções 
quadráticas”, da disciplina de Matemática A, que leccionei a uma turma do 10º ano, 
de uma escola dos arredores de Lisboa, no âmbito do mestrado em ensino da 
Matemática, da FCUL, em Fevereiro e Março de 2012. O capítulo 3 contém uma 
descrição mais pormenorizada da minha proposta pedagógica para esta unidade de 
ensino e da actividade lectiva que desenvolvi. No entanto, este trabalho tem também 
um cariz investigativo, isto é, a actividade lectiva que desenvolvi foi também 
aproveitada para um estudo da resolução de problemas envolvendo funções 
quadráticas, por alunos do ensino secundário – um estudo em educação matemática. 
Nas duas secções seguintes deste primeiro capítulo apresento algumas motivações 
para a escolha que fiz do tema “funções quadráticas” e apresento os objectivos e 
questões fundamentais da minha investigação. O capítulo 2 contém um 
enquadramento teórico da problemática desta investigação, com referências à 
literatura existente nesta área da educação matemática e às orientações curriculares 
para a Matemática ao nível do ensino secundário.  O capítulo 4 descreve os processos 
de recolha de dados que utilizei. No capítulo 5 apresento e analiso uma parte 
importante destes dados – as respostas dos alunos a um questionário e três entrevistas 
individuais - e no capítulo 6 retiro algumas conclusões.   
 
1.2 Motivações 
 
O tema das funções é um tema Matemático central para a compreensão dos 
mais variados fenómenos naturais e portanto aparece constantemente nas diferentes 
ciências da natureza. Por exemplo para descrever com precisão (matemática) um 
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movimento ao longo de uma recta, necessitamos de especificar para cada instante de 
tempo, t (medido com uma unidade que convencionamos), qual é a posição x(t) do 
objecto que se move (claro que precisamos primeiro de convencionar qual é a 
posição x=0 sobre a recta e também qual é a unidade de comprimento que estamos a 
empregar). Dizemos que a posição x do objecto que se move é função do tempo. Se 
estivermos interessados num movimento arbitrariamente complexo no espaço 
(tridimensional) precisamos de conhecer para cada instante de tempo, t, as três 
funções x(t), y(t), z(t) que são as coordenadas do objecto num referencial (que 
habitualmente tomamos como sendo ortogonal e monométrico).  Outro exemplo é a 
pressão, P, da água do mar a uma profundidade h (é sabido que P(h) é uma função 
afim: P(h)=P0 + ρgh , onde P0 é a pressão atmosférica à superfície da água, ρ é a 
densidade da água e g é o módulo da aceleração da gravidade à superfície da Terra. 
Portanto P0=1,013 × 105 Pa e ρg=10052 Pa/m).  Podemos também estar interessados 
na força que o Sol exerce sobre a Terra, como funcão da distância, d, a que a Terra se 
encontra do Sol (é sabido que o módulo desta força é uma função racional de d – 
inversamente proporcional ao quadrado de d). A resistividade de um metal é uma 
função complicada da temperatura a que o metal se encontra. A energia cinética de 
um objecto é uma função da sua velocidade etc, etc ... os exemplos são 
intermináveis. O tema das funções surge também constantemente nas engenharias (e 
tecnologias) e nas ciências humanas, como por exemplo em economia e finanças. 
O tema das funções também é interessante porque estabelece conexões entre 
diferentes áreas da Matemática, nomeadamente entre a álgebra e a geometria. Por 
exemplo o gráfico de uma função afim, f(x)=ax+b (onde a e b são parâmetros reais), 
é uma recta. Ou seja uma expressão algébrica (ax+b) descreve um objecto 
geométrico – uma recta. O gráfico da função f(x)=1/x , definida para x ≠ 0 é uma 
hipérbole – um determinado tipo de curva. E em geral o gráfico de uma função real 
de variável real, contínua, f(x), é o conjunto de pontos do plano de coordenadas 
(x,f(x)), que definem uma determinada curva (que é um objecto geométrico).  Para 
uma função f(x) diferenciável, podemos calcular por meio de determinadas regras 
algébricas a função derivada f´(x) e a recta de equação y=f(a) + f´(a) (x-a) é tangente 
à curva definida por f(x) no ponto (a,f(a)) – conceito geométrico. A área que fica 
entre o gráfico de uma função f(x), contínua, e o eixo dos x – conceito geométrico – 
pode ser calculada com base numa primitiva da função f(x) – conceito algébrico.  
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Esta última relação é, para mim, uma das grandes conquistas intelectuais da 
humanidade.  
Para além do interesse que as funções têm para estabelecer conexões entre 
diferentes áreas da matemática, as funções são objectos matemáticos muito diversos - 
há mais funções reais de variável real do que números reais – e com muito interesse 
próprio. Podemos estudar muitas propriedades de uma função. Por exemplo podemos 
estudar se uma função é injectiva ou não, podemos estudar uma função quanto à sua 
continuidade ou quanto à sua diferenciabilidade, podemos estudar a existência ou 
não de extremos de uma função, podemos determinar intervalos (em R) onde uma 
função é crescente ou decrescente, podemos testar se uma função satisfaz uma 
determinada equação funcional, etc, etc ... 
As funções quadráticas, f(x)=ax2+bx+c, onde a,b e c são números reais e a≠0, 
constituem das famílias de funções mais simples e mais basilares. São das famílias 
mais simples a seguir à família das funções afim (são mais complexas do que as 
funções afim no sentido em que envolvem três parâmetros em vez de dois) e 
constituem um dos exemplos mais simples de funções não-lineares. São basilares no 
sentido em que qualquer polinómio com coeficientes reais pode ser factorizado em 
polinómios do primeiro grau ou segundo grau. E também porque qualquer função 
bem comportada (digamos de classe C2) que tenha um mínimo em x0 pode ser 
aproximada por uma função quadrática, junto desse mínimo: f(x) ≈ f(x0) + ½ f´´(x0) 
(x-x0)2, desde que f´´(x0) ≠ 0 (deverá ter-se f´´(x0)>0 e portanto a concavidade da 
função quadrática está virada para cima). De forma análoga, se x0 for um ponto de 
máximo de f(x), tem-se f(x) ≈ f(x0) + ½ f´´(x0) (x-x0)2 , junto a x0, desde que f´´(x0) 
≠0 (deverá ter-se f´´(x0)<0 e portanto a concavidade da função quadrática está 
voltada para baixo). Além disto, o gráfico de uma função quadrática é uma parábola 
(com eixo paralelo ao eixo das ordenadas) e é portanto um dos três tipos de cónicas.  
As funções quadráticas surgem frequentemente nas ciências e engenharias. 
Por exemplo num movimento rectilíneo com aceleração constante (não nula), a 
posição x(t) do objecto móvel é uma função quadrática do tempo. A trajectória de um 
objecto lançado ao ar junto à superfície da Terra (ou de qualquer outro planeta ou de 
uma estrela) é também descrita por uma função quadrática (com concavidade voltada 
para baixo). Os cabos de uma ponte de suspensão descrevem parábolas. A curva 
descrita pela secção da superfície de um líquido que roda (com velocidade angular 
constante), é uma parábola. A energia cinética de um objecto que se move sobre uma 
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recta é uma função quadrática da sua velocidade v (desde que v seja muito inferior à 
velocidade da luz). A energia potencial V(x) de um objecto, junto a um ponto, x0, de 
equilíbrio (V´(x0)=0) é uma função quadrática de x (é o que sucede com a energia 
potencial elástica de uma mola), etc, etc ... 
As funções quadráticas têm várias propriedades interessantes. Em primeiro 
lugar são não-lineares. Depois, o gráfico de uma função quadrática tem um eixo de 
simetria vertical, digamos x=x0. As funções quadráticas não são portanto injectivas: 
f(x0 + Δx)=f(x0 – Δx) para Δx, real arbitrário. As funções quadráticas têm um 
mínimo absoluto ou um máximo absoluto, que em qualquer dos casos vale f(x0), e o 
minimizante ou maximizante único é x0. No primeiro caso, o contradomínio da 
função é [f(x0), +∞[ e no segundo caso é ]-∞, f(x0)], pelo que o contradomínio de 
uma função quadrática nunca é R (ao contrário do que sucede com qualquer função 
afim de declive não nulo).  A equação quadrática f(x)=0 pode ter 0, 1 ou 2 soluções 
reais. Todas estas propriedades contrastam com o que se passa para funções afim 
com declive não nulo (as funções constantes também são claramente diferentes das 
funções quadráticas mas, tal como as funções quadráticas, não são injectivas nem 
sobrejectivas em R). As inequações quadráticas, f(x)>0, são em geral mais 
complexas do que as inequações que envolvem funções afim. Estas últimas podem 
ser resolvidas com algumas manipulações algébricas, enquanto que no caso das 
inequações quadráticas é mais difícil raciocinar de forma puramente algébrica e é 
muito conveniente pensar graficamente. 
Por tudo isto, as funções quadráticas são um pouco mais complexas do que as 
funções afins e portanto pareceu-me que seria mais interessante ensiná-las aos 
alunos. Além disto pareceu-me que havia menos estudos investigativos sobre a 
aprendizagem das funções quadráticas, e equações ou inequações quadráticas, do que 
sobre as funções afim e equações ou inequações do primeiro grau. Pude comprovar 
esta ideia durante a pesquisa que fiz da literatura em educação matemática existente. 
Finalmente parece-me que a representação gráfica é fundamental no estudo das 
funções quadráticas e portanto as funções quadráticas são um tópico que permite 
investigar a utilização da representação gráfica e a conversão entre a representação 
gráfica e algébrica, por parte dos alunos.  
Resolvi concentrar a minha investigação na resolução de problemas 
envolvendo funções quadráticas. Desde muito novo tenho gosto na resolução de 
problemas e esse gosto, felizmente, nunca esmoreceu e talvez se tenha até acentuado. 
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A formulação e resolução de problemas tem historicamente alimentado o 
desenvolvimento da matemática e para muitos matemáticos profissionais constitui 
mesmo a sua actividade fundamental. A resolução de problemas permite também 
estabelecer conexões muito interessantes entre a matemática e a realidade, o que 
sempre me fascinou. Como vimos nos parágrafos anteriores existem diversos 
contextos reais que envolvem funções quadráticas. Muitos dos problemas que 
formulei para a presente unidade de ensino têm, de facto, um contexto real. Talvez a 
minha formação em Física tenha também tido alguma influência neste aspecto – uma 
vez que conheço bastantes aplicações às ciências e engenharias, que considero muito 
interessantes, creio que é natural que partilhe esses conhecimentos. A importância da 
resolução de problemas no ensino da matemática tem vindo a ser clarificada e 
enfatizada, nas últimas décadas do século passado (Polya, 1975, Guimarães, 2005) e 
a resolução de problemas é considerado um tema transversal dos programas de 
matemática do ensino secundário. O estabelecimento de conexões com a realidade é 
também enfatizado nestes programas. Claro que isto não significa que não possam 
ser colocados problemas aos alunos, quer de matemática pura, quer em contexto de 
semi-realidade. Pessoalmente interesso-me também por problemas de matemática 
pura (ou semi-realidade) e penso que esse género de problemas interessa os alunos e 
é interessante para o ensino, mas como expliquei, optei por formular problemas mais 
ligados à realidade. Voltarei com mais pormenor à resolução de problemas no 
capítulo seguinte. Chamo também à atenção para o facto da unidade de ensino que 
preparei conter outros géneros de actividades, para além da resolução de problemas – 
por exemplo tarefas exploratórias (ver capítulo 3). No entanto, o meu trabalho de 
cariz investigativo incide, de facto, na resolução de problemas. 
 
1.3  Objectivos e problemática 
 
O objectivo do meu trabalho de cariz investigativo será compreender a forma 
como alunos do ensino secundário resolvem problemas que envolvem funções 
quadráticas. Mais concretamente, formulei as seguintes questões que serão objecto 
da minha investigação: 
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1. Que estratégias e representações é que os alunos utilizam na resolução de 
problemas envolvendo funções quadráticas ? 
 
2. Que erros e dificuldades evidenciam os alunos, na resolução de problemas 
envolvendo funções quadráticas ? 
 
3. Como é que os alunos mobilizam os conhecimentos adquiridos durante a 
unidade de ensino para resolver problemas envolvendo funções quadráticas ? 
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Capítulo 2 
 
Enquadramento curricular e didáctico 
 
2.1  Resolução de problemas  
 
 Como foi referido no capítulo anterior, o tema das funções integra vários 
tópicos da educação matemática. Um destes tópicos é a resolução de problemas. As 
“normas para o currículo e a avaliação em matemática escolar”, do “national council 
of teachers of mathematics”, dos Estados Unidos da América, de 1989, traduzidas 
para português em 1991 (NCTM, 1991) contêm uma norma (norma 1) dedicada 
inteiramente à resolução de problemas, que se intitula “a matemática como resolução 
de problemas”. Recomenda-se que “a resolução de problemas seja utilizada para 
investigar e compreender assuntos matemáticos”; “que se resolvam problemas 
motivados, quer pela matemática pura, quer por áreas que lhe são exteriores”; “se 
aplique o processo de modelação matemática a situações problemáticas do mundo 
real”, e que “se formulem novos problemas a partir de situações diversas”. Portanto a 
resolução de problemas é indicada como técnica para integrar e compreender 
diferentes temas matemáticos. Esta ideia encontra-se igualmente no actual programa 
de Matemática A do 10º ano. 
Quanto ao contexto dos problemas, são referidos o contexto da matemática 
pura e o contexto da realidade (modelação) explicitamente. Como me licenciei em 
Engenharia Física e leccionei Física durante vários anos, conheço bastantes 
problemas matemáticos ligados à realidade. Além disso, acho fascinante que a 
matemática seja tão importante para a compreensão dos fenómenos naturais (os 
fenómenos naturais poderiam não obedecer a leis matemáticas e ter um carácter 
completamente aleatório, ou irracional, mas acontece que obedecem a um número 
relativamente reduzido de leis matemáticas muito precisas). A Matemática é 
consequentemente também importante para o nosso (seres humanos) domínio dos 
fenómenos naturais (engenharia e tecnologia). É também importante, como é bem 
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sabido, para resolver racionalmente problemas das ciências humanas ou sociais e da 
realidade quotidiana do ser humano – economia e finanças, por exemplo. O meu 
conhecimento e interesse pelas aplicações da matemática à realidade fizeram com 
que optasse sobretudo por problemas com um contexto real, para a unidade de ensino 
“funções quadráticas” que leccionei. Contudo, tal como sugerem as normas, 
reconheço a importância e o interesse que têm os problemas de matemática pura, 
para os alunos e também para mim próprio. Confesso que gosto também muito de 
problemas de matemática pura e que me despertam tanto interesse como problemas 
mais ligados à realidade. Na verdade, se a matemática pura não fosse tão essencial 
para as ciências da natureza, dificilmente teria o mesmo interesse por essas ciências. 
Também me parece que os problemas de matemática pura concentram mais 
facilmente os alunos nos conceitos essenciais da matemática, abstraídos portanto de 
qualquer contexto real. Por exemplo, uma investigação de DeBock e outros autores 
(DeBock, 2000) sugere que problemas realistas podem mesmo desviar a atenção dos 
alunos da estrutura matemática (abstrata) desses problemas.  Portanto no meu futuro 
como professor estarei certamente atento a contextos de matemática pura, mas para a 
presente unidade de ensino, com um  período de tempo muito limitado, fiz a opção 
que já referi.  
É usual distinguir-se ainda o contexto da semi-realidade (Ponte, 2005 e 
Skovsmose, 2000). Tomemos por exemplo o seguinte problema, que discutimos 
durante as aulas de Metodologia da Matemática (2011-2012): 
“Um homem compra uma ilha no pacífico, que tem a forma de um triângulo 
equilátero. Como quer desfrutar do mar ao seu redor, pretende construir a sua casa 
num ponto da ilha tal que a média das distâncias (ou a soma das distâncias) às suas 
três praias seja o menor possível. Onde é que o homem deve construir a casa ? E qual 
é a distância média dessa casa às três praias ?” 
Com este enunciado, o problema é um problema de semi-realidade porque a 
ideia de uma ilha com a forma exacta de um triângulo equilátero é claramente 
artificial. Mas é evidente que o enunciado do problema contém elementos de 
realidade: a ilha, o homem, a casa e as praias.  
O mesmo problema poderia ter um enunciado com um contexto de 
matemática pura: 
“Dado um triângulo equilátero, qual é o ponto do seu interior que minimiza a 
média das distâncias aos seus lados ? E qual é a distância média assim obtida ?” 
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A vantagem do primeiro enunciado é que o contexto semi-real que é evocado 
pode ser mais apelativo para alunos em idade escolar. O segundo enunciado 
concentra imediatamente a atenção dos alunos na matemática do problema.  
Outro exemplo de um problema com contexto de semi-realidade é o problema 
citado por Ponte (2005) que foi extraído de um exame do 3º ano do liceu, de 1939 
(equivalente ao 7º ano de escolaridade actual). Uma das suas alíneas diz: 
“18 quilogramas de café mistura custam 40$00. Qual é o preço de 1 
quilograma do mesmo café ?” 
O que acontece com esta questão é que a resposta, 40/18=20/9 de escudo, é 
uma dízima infinita periodica e portanto não pode corresponder a um preço realista, 
que em 1939 estaria arredondado à décima (ou quanto muito à centésima) de escudo 
(tostões ou centavos).    
Como disse, mais acima, as normas americanas recomendam que se 
formulem novos problemas. Penso que os alunos podem e devem ser encorajados 
frequentemente a colocar questões e a formular novos problemas. Em particular, um 
dado problema sugere sempre novos problemas. Esta ideia foi sublinhada durante a 
disciplina de Didáctica da Matemática I (2010-2011). Por exemplo tomemos o 
problema da ilha (que é um triângulo equilátero). O que aconteceria se a ilha fosse 
um triângulo doutro tipo (isósceles, escaleno) ? O que aconteceria se a ilha fosse 
quadrada ? E se fosse rectangular ? E se fosse um quadrilátero genérico ? E se fosse 
um pentágono regular ? E se fosse um polígono regular com n > 5 lados ? (Note-se 
que é preciso ter algum cuidado com a definição de distância entre um ponto e um 
segmento de recta. Esta distância nem sempre é igual à distância entre o ponto e a 
recta que o contém. Isso é particularmente evidente no problema do polígono regular 
com n > 4 lados porque nesse caso o ângulo entre arestas consecutivas é superior a 
90º.) E se se pretendesse minimizar a soma das distâncias aos vértices em vez da 
soma das distâncias aos lados, para o caso de um triângulo arbitrário (esta última 
questão foi colocada por Fermat a Torricelli e foi resolvida por ambos, na primeira 
metade do século XVII) ? Etc, etc ... 
No programa de Matemática A, do 10º ano, está escrito que a resolução de 
problemas não é apenas uma indicação metodológica, mas é também um tema em si 
mesmo. Isto significa que a resolução de problemas pode e deve ser ensinada e 
aprendida. Este ensino requer naturalmente que os alunos resolvam vários 
problemas, escolhidos com critério, em sala de aula e em casa, mas também requer 
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que sejam discutidas diferentes estratégias possíveis para a resolução de cada 
problema – por exemplo quando alunos diferentes ou grupos de alunos diferentes 
adoptam estratégias diferentes − e que haja tempo para reflectir sobre essas 
estratégias. Estes duas últimas ideias constituem recomendações das normas 
americanas de 2000, traduzidas para português em 2007 (NCTM, 2007). Depois dos 
alunos ganharem alguma experiência com a resolução de problemas, penso que é 
também interessante discutir com os eles os quatro princípios de Polya (Polya, 1945) 
para a resolução de problemas. Por exemplo o princípio da verificação do resultado 
(ou resultados obtidos) no contexto do enunciado deverá ser recorrentemente 
discutido com os alunos – o que nem sempre acontece em aulas de matemática. 
Acredito que quase tudo pode ser aprendido e ensinado, desde que haja alguma pré-
disposição inicial, e isso inclui também a resolução de problemas.  
A resolução de problemas modela também a personalidade dos jovens, uma 
vez que os ensina a ganhar gosto por enfrentar novos desafios, ensina a autonomia, a 
comunicação, a persistência e ensina a aprender com erros cometidos – resultados 
contraditórios podem ser mesmo valorizados como fonte de aprendizagem, 
compreensão e futura correcção. A resolução de problemas enquanto desafio tem 
também um carácter lúdico, como evidenciam os títulos de duas colecções de livros 
com problemas de matemática: “Matemática divertida” e “O prazer da Matemática”, 
ambos publicados pela editora Gradiva, em Portugal. Estas colecções demonstram 
que nos últimos 25 anos tem havido algum reconhecimento público, no nosso país, 
da importância pedagógica que a resolução de problemas de matemática, com uma 
perspectiva lúdica, tem na formação de jovens e, por vezes também, de adultos.    
Em certa medida fazer matemática consiste, e tem consistido historicamente, 
na resolução de problemas: grandes problemas, problemas de média dimensão e 
pequenos problemas. Os exemplos de matemática motivada por grandes problemas 
são inúmeros e bem conhecidos: O problema da duplicação do cubo deu origem ao 
estudo das cónicas, durante a antiguidade grega; o último teorema de Fermat, 
formulado em 1637, deu origem a variadíssimos desenvolvimentos na teoria dos 
números, até ficar definitivamente demonstrado em 1994, por Andrew Wiles; o 
problema da fórmula resolvente, em termos de radicais, para uma equação algébrica 
genérica, de grau n ≥ 5 (que foi resolvido pela negativa) deu origem à teoria dos 
grupos, etc ... Tanto quanto possível, penso que é também importante ir chamando à 
atenção dos alunos do ensino básico e secundário para esta realidade histórica – que 
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faz parte da história das ideias e é tão relevante para a história geral da humanidade 
como determinados acontecimentos político-sociais, habitualmente discutidos (e 
bem) nas disciplinas de História.  
 
2.2  Pensamento algébrico 
 
 A álgebra tem a sua origem histórica na resolução de problemas que são 
tradutíveis em equações (com incógnitas que é necessário determinar). Inicialmente 
estes problemas eram descritos apenas com texto e símbolos numéricos, e eram 
apresentados procedimentos (algoritmos) e/ou raciocínios, numéricos ou 
geométricos, que têm uma tradução simbólica moderna, para os resolver. Não eram 
portanto utilizados símbolos para as incógnitas, para as operações, ou para a 
igualdade, mas é possível reconhecer algumas técnicas algébricas que hoje são 
comuns, nos procedimentos descritos em textos antigos. Existem registos escritos 
deste tipo das civilizações egípcia, babilónia, chinesa, indiana e grega. Os mais 
antigos datam de 1800 a.C. . 
 O matemático grego Diofanto, do século III d.C., representou um certo 
avanço em relação ao que descrevemos anteriormente. Na sua obra, intitulada 
Aritmética, apresenta uma série de problemas que resultam em equações ou sistemas 
de equações com coeficientes racionais positivos, para os quais são consideradas 
apenas soluções racionais positivas – soluções negativas ou irracionais são 
consideradas absurdas. As equações consideradas são lineares ou quadráticas. 
Diofanto foi o primeiro matemático a utilizar alguma notação simbólica: utilizava 
abreviaturas para a incógnita e potências dessa incógnita (para problemas com uma 
única incógnita) e abreviaturas para operações que ocorriam com frequência; 
utilizava ainda uma abreviatura para a palavra “igual”.   
 O matemático persa Al-Khwarizmi, dos séculos VIII e IX d.C. escreveu um 
livro influente com o título al-Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa´l muqabala, 
que significa “compêndio sobre o cálculo através da completação e equilíbrio”, onde 
surge pela primeira vez a palavra árabe al-jabr, donde vem a palavra álgebra, que 
designa a operação de subtracção de um mesmo termo a ambos os membros de uma 
equação. O compêndio é inovador por dispensar o enunciado de problemas e focar 
apenas equações (do primeiro ou segundo grau), embora sem utilizar quaisquer 
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símbolos. Além disto, métodos gerais são apresentados, para reduzir qualquer 
equação a equações de um certo tipo, e para depois as resolver.   
 No século XVI há um desenvolvimento importante com a descoberta de 
fórmulas resolventes para equações cúbicas e quárticas respectivamente por del Ferro 
e Ferrari, dois matemáticos italianos (europeus portanto). Estas descobertas são 
importantes por constituirem os primeiros resultados matemáticos que não eram 
conhecidos na antiguidade.  
 A moderna notação simbólica para escrever equações de grau n e para as 
fórmulas resolventes das equações de grau n ≤ 4, surgiu com os trabalhos dos 
franceses Viète e Déscartes, entre o final do século XVI e o início do século XVII. 
Generaliza-se a utilização de símbolos para as operações e para o sinal de “igual”, e é 
introduzida a convenção de utilizar as primeiras letras do alfabeto para coeficientes 
genéricos de uma equação e as últimas letras do alfabeto para as incógnitas – por 
exemplo a letra “x” para uma única incógnita. 
 O teorema fundamental da álgebra afirma que qualquer polinómio de grau     
n ≥ 1, com coeficientes complexos (embora seja suficiente fazer a demonstração para 
o caso de coeficientes reais), tem n raízes complexas, se cada raíz diferente, ri, com 
multiplicidade mi, for contada mi vezes. Foi enunciado pela primeira vez pelo francês 
Girard, em 1629 (para polinómios com coeficientes reais), mas só foi correctamente 
demonstrado no início do século XIX por Argand e Gauss.  
 No início do século XIX ficou também demonstrada a impossibilidade da 
resolução de uma equação geral de grau 5, por intermédio de radicais. A primeira 
demonstração completa desta impossibilidade foi publicada pelo matemático 
norueguês Abel, em 1824. Galois, em 1832, mostrou como determinar se uma dada 
equação, de grau n ≥ 5, é ou não é solúvel por radicais. Os trabalhos destes 
matemáticos basearam-se no estudo das permutações das raízes de polinómios. 
Galois foi o primeiro matemático a empregar o termo “grupo” para determinados 
conjuntos de permutações com a propriedade de “fecho”, que enunciou: “se S e T são 
permutações de um grupo, então ST também é”.    
 Durante a segunda metade do século XIX foram identificados outros grupos, 
como os grupos de matrizes n×n, invertíveis, por Cayley, e surgiu a noção abstracta 
de grupo, baseada nas propriedades da sua operação. Na segunda metade do século 
XIX surgiram também as noções de anel, corpo e espaço vectorial.  
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Desenvolvimentos mais recentes da álgebra são a topologia algébrica, a aplicação 
das ideias de Galois ao estudo de outros tipos de equações, como equações 
diferenciais, e a teoria da representação de grupos por matrizes.  
Há, no entanto, mais um conceito, que ainda não mencionámos, que se encon- 
tra também associado à álgebra e à sua história: o conceito de função. Há várias 
relações entre o conceito de função e álgebra.  
Em primeiro lugar, uma equação pode ser encarada como uma igualdade que 
envolve uma incógnita (ou mais do que uma), como por exemplo em x2-5x+6=0. Ou 
seja, procuramos um certo número x (que desconhecemos à priori) que satisfaz a 
igualdade anterior. No entanto, podemos encarar a equação doutra maneira. 
Pensemos na expressão x2-5x+6. Para cada valor real de x, esta expressão vai 
assumindo valores diferentes (que dependem de x). Dizemos que assumem valores 
f(x)=x2-5x+6 (e f é uma função). Portanto, nesta perspectiva, x é uma “variável” real, 
que representa simultaneamente um possível número real e todos os números reais 
(Caraça, 1984). Conseguimos resolver a equação quando descobrimos o valor de x 
para o qual a imagem da função é nula: f(x)=0. De forma semelhante, um sistema de 
duas equações a duas incógnitas exprime-se por intermédio de duas funções reais, 
cada uma das quais, de duas variáveis reais: f1(x,y)=0 e f2(x,y)=0, etc.    
 Em segundo lugar, uma expressão algébrica, como um polinómio em uma ou 
mais variáveis é uma função dessas variáveis (mas há funções que não podem ser 
representadas por expressões algébricas). Assim, quando por exemplo digo que 
(x+y)2 = x2+2xy+y2, quero dizer que f(x,y)=(x+y)2 e g(x,y)=x2+2xy+y2 são iguais: 
f(x,y)=g(x,y) (para todo o par (x,y) em R2), o que resulta das propriedades da adição 
e multiplicação.  
 Em terceiro lugar, é frequente existirem relações algébricas entre variáveis 
numéricas, mais ou menos ligadas à realidade, que podem ser formalizadas com o 
conceito de função. Por exemplo quando um automóvel, numa auto-estrada se move 
com velocidade 100 km/h, a partir dum ponto inicial, a distância que percorre (em 
km) ao fim de t horas vale d(t) = 100t, ou d=100t, ou seja d(t) é uma expressão 
algébrica, que envolve a variável t, que resulta do nosso entendimento da realidade 
(do movimento). Mas podemos ser ainda mais gerais. Se a velocidade constante do 
automóvel for v, então d(v,t)=vt, ou d=vt. As funções d(t) e d(v,t) contêm uma 
tradução simbólica de uma certa realidade, uma (ou mais do que uma) generalização 
(t é variável em d(t), e v e t são variáveis em d(v,t)) e uma relação (entre d e t, ou 
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entre d, v e t) e envolve portanto um pensamento algébrico. Claro que ao nível do 
ensino básico e secundário não se fala em funções de mais do que uma variável mas 
a relação algébrica (fórmula) d=vt é perfeitamente compreensível. Outro exemplo, 
extraído da realidade doméstica quotidiana: uma senhora vai ao supermercado e 
compra x quilos de maçãs, a 2 euros o quilo, e y quilos de laranjas, a 3 euros o quilo. 
O custo total das compras da senhora é portanto c(x,y)=2x+3y, ou c=2x+3y, ou seja, 
é uma função dos pesos x e y. Novamente há uma simbolização, uma generalização e 
uma relação. Na resolução de problemas este tipo de pensamento algébrico, que 
envolve a determinação de uma função (ou mais do que uma função) é muitas vezes 
fundamental. Mais uma vez volto a frisar que na perspectiva de alunos do ensino 
básico e secundário a ideia de uma função de duas variáveis não é formalizada. Mas 
uma expressão algébrica (fórmula) como c=2x+3y, no contexto que apresentei, com 
todas as implicações que atrás referi, pode e deve fazer ser compreendida por estes 
alunos.     
 Incluo na determinação de funções, que exemplifiquei no parágrafo anterior 
para funções reais de variável (ou variáveis) real (reais), a determinação de funções 
reais de variável natural, ou sucessões. Um problema típico consiste na determinação 
de uma expressão algébrica, de variável natural, que descreve matematicamente uma 
dada sequência numérica regular (que pode também corresponder a uma sequência 
geométrica regular).    
 As operações de adição e multiplicação podem também ser entendidas como 
funções de duas variáveis: f(x,y)=x+y e g(x,y)=xy. Para grupos (monóides, semi-
grupos ou grupóides) mais abstractos (G,*), a operação do grupo (monóide, semi-
grupo, grupóide), *, representa na verdade uma função, g, de G×G (=G2) em G: 
g(x,y)=x*y. Não resisto a dar dois exemplos, extraídos da Física, de operações 
menos habituais: 1) A resistência equivalente a duas resistências em paralelo é 
r=r1//r2=r1r2/(r1+r2) . Se adicionarmos formalmente o elemento +∞ a R+, para formar 
um conjunto G, então (G, //) é um monóide comutativo, com elemento neutro +∞ 
(uma resistência r em paralelo com um circuito aberto é equivalente à própria 
resitência r, e a operação // é associativa). 2) A deliciosa operação de adição de 
velocidades de Einstein (em uma dimensão): v=v1*v2=(v1+v2)/(1+v1v2). Entende-se 
aqui que a unidade das velocidades é a velocidade da luz. Se tomarmos G=]-1,1], 
então (G,*) é também um monóide comutativo. (A adição de Einstein é associativa e 
tem como elemento neutro uma velocidade nula. Não é possível incluir 
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simultaneamente (-1) e 1, em G, porque a adição (-1)*1 não está definida 
matematicamente. A adição de qualquer velocidade, v, à velocidade da luz (igual a 
1), resulta na velocidade da luz, contrariando a física de Galileu-Newton. A 
velocidade da luz não tem portanto uma velocidade simétrica, em G).  
De toda a descrição anterior, podemos concluir que a álgebra se caracteriza por:  
 
1. Uma utilização de símbolos (letras) para representar números (que podem ser 
incógnitas ou não), de um determinado conjunto, nomeadamente em 
equações, ou sistemas de equações, ou inequações (não mencionámos 
inequações na breve síntese anterior mas existe uma relação clara entre 
equações e inequações). Estas equações ou inequações podem, ou não, 
resultar de problemas mais ou menos ligados à realidade e formalizam 
determinadas relações numéricas. O simbolismo que referimos inclui também 
a possibilidade de representar variáveis numéricas, como acontece por 
exemplo em funções (ou fórmulas). Neste caso, envolve portanto uma certa 
generalização e subsistem as referidas relações.   
2. Uma aplicação das propriedades da adição e multiplicação (a subtracção pode 
ser encarada como adição e a divisão como multiplicação) de números, para 
transformar expressões que geralmente contêm a representação simbólica de 
números – por exemplo na factorização de polinómios. 
3. A resolução de equações (sistemas de equações) e inequações.  
4. O estudo de conjuntos (mais abstractos ou mais concretos) e de operações 
(mais abstractas ou mais concretas) binárias nesses conjuntos, com 
determinadas propriedades. Nomeadamente interessa classificar estas 
estruturas: por exemplo, quantos e quais são os grupos com n (natural) 
elementos ? Quais são os seus subgrupos ? São ou não são comutativos ? etc, 
etc ...   
 
 Dirijo em seguida a atenção para a álgebra no ensino. O recente programa de 
matemática do ensino básico português (Ponte et al., 2007), apresenta algumas 
novidades relativamente a este tema. Efectivamente, no anterior programa (ME, 
1991), a álgebra não surgia como tema destacado (ou individualizado) mas integrado, 
quer no tema “números e operações”, quer no tema “estatística e funções”. No novo 
programa, a álgebra surge como grande tema, claramente destacado, o que está de 
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acordo com as recomendações curriculares predominantes, a nível internacional, e 
também com recomendações de especialistas nacionais (Ponte, revista Educação e 
Matemática, 2005).  
 De acordo com uma das autoras do novo programa (Oliveira, 2009), o 
pensamento algébrico pode iniciar-se mais cedo, mesmo ao nível do primeiro ciclo. 
Por exemplo na compreensão e aplicação das propriedades operações aritméticas, e 
na investigação e identificação de regularidades em sequências numéricas. Depois, 
há uma ênfase na capacidade de generalização que é promovida, segundo a autora, 
pela continuidade do trabalho com sequências numéricas regulares. No entanto, esta 
capacidade é também promovida com a resolução e formulação de problemas 
envolvendo equações e inequações, com as equações literais e com as relações 
simples de proporcionalidade directa e inversa (funções) que o programa também 
contempla. Em terceiro lugar, o simbolismo e o sentido de símbolo são introduzidos 
progressivamente, no contexto de problemas mais ou menos reais e com o recurso a 
várias representações. Por exemplo, na investigação de sequências regulares, a 
tradução entre uma expressão algébrica e a sua representação numérica ou tabelar, 
e/ou geométrica (se houver uma sequência de figuras), deve ser constantemente 
promovida. Existe, neste ponto uma sobreposição entre pensamento algébrico e 
representações matemáticas. É claro que não é possível utilizar com à vontade 
expressões algébricas e símbolos, sem uma compreensão de representações 
alternativas, por exemplo no estudo de funções (incluindo funções de variável 
natural). Assim, os alunos devem ser capazes de representar com uma tabela uma 
função afim, e devem também ser capazes de reconhecer progressivamente, nessa 
representação tabelar, que f(x)-f(x-Δx)=f(x+Δx)-f(x)=f(x+2Δx)-f(x+Δx), etc – ou 
seja, devem compreender e utilizar as diferentes representações de funções, e 
reconhecer e compreender os padrões respectivos, nomeadamente quanto à sua 
variação. Tratarei, no próximo sub-capítulo, o tema das representações de forma 
mais individualizada e pormenorizada. Queria, por agora, sobretudo identificar a 
sobreposição entre o pensamento algébrico e o domínio de várias representações, 
nomeadamente no novo programa. Finalmente, ainda quanto ao novo programa, 
Oliveira (Oliveira, 2009) salienta a articulação exigida entre os diferentes tópicos da 
álgebra.  
 O programa de matemática A do ensino secundário português (ME, 2001) 
está dividido em quatro grandes temas: cálculo diferencial, geometria no plano e no 
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espaço, funções e sucessões e probabilidades e estatística. A álgebra não aparece 
portanto como grande tema individualizado neste programa. Os seus autores 
escrevem que a álgebra se encontra distribuída pelos quatro temas referidos, 
incluindo a geometria analítica. A resolução de problemas e actividades 
investigativas aparece como tema transversal. O programa dá particular ênfase à 
resolução de problemas ligados à realidade e refere explicitamente a resolução de 
problemas envolvendo funções polinomiais, incluindo funções quadráticas, mas não 
refere explicitamente o desenvolvimento do pensamento algébrico com base nestes 
problemas.  
 Nas normas americanas (NCTM, 2007) a álgebra aparece como grande tema, 
quer para os anos equivalentes ao nosso 3º ciclo, quer para o ensino secundário. Para 
o “3º ciclo” é referido o estudo de padrões em sequências, e a ideia de generalização. 
É também explicitada a resolução de problemas, nomeadamente problemas reais, e a 
representação de situações, com recurso ao simbolismo. E são referidas as funções 
afim e a distinção entre funções afim e funções não lineares, incluindo o uso de 
diversas representações e o estudo das suas variações. Para o ensino secundário, 
foca-se uma maior variedade de funções (tal como em Portugal) e a sua 
representação e variação. É também explicitada a representação simbólica de 
problemas e situações reais. Notei ainda a introdução de funções de duas variáveis 
(NCTM, 2007), o que não é feito em Portugal. 
 Segundo Kieran (Kieran, 2007) o conteúdo programático tradicional do 
ensino da álgebra, nos estados unidos da américa, foi muito influenciado pela 
introdução do estudo de funções (Fey, 1985, Heid, 1996). Alguns autores, no 
entanto, contestam que expressões algébricas podem ser usadas e manipuladas sem a 
definição de funções e que há funções que não podem ser representadas por 
expressões algébricas (Lee, 1997). Segundo Chazan (Chazan, 2003), a introdução do 
conceito de função na álgebra faz com que os estudantes não entendam a diferença 
entre a equivalência de equações e a igualdade de funções. Tal como dei a entender 
no início deste sub-capítulo, parece-me que o conceito de função é fundamental para 
o pensamento algébrico. Penso que um ensino claro e preciso deste conceito 
contornará dificuldades como a que atrás citei e que os ganhos com a introdução do 
conceito de função são enormes: para dar mais um exemplo, a perspectiva funcional 
permite visualizar a solução do sistema de equações y=f1(x) e y=f2(x) como a 
determinação do ponto, (x,y), de intersecção dos gráficos de f1 e f2.   
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 Tal como vimos no início deste sub-capítulo, a álgebra teve origem em 
problemas ligados à realidade, embora seja também natural a discussão de problemas 
com um contexto mais abstracto. Os problemas são efectivamente uma permanente 
fonte de significado e motivação para quem estuda álgebra (Bednarz, 1996 e Lee, 
1997). Esta abordagem pode e deve ser desenvolvida com uma discussão de cada 
problema que explore novas questões, novos resultados e possíveis generalizações 
(Bell, 1996).  
 Do que descrevemos sobre a álgebra e aquilo que se espera da aprendizagem 
da álgebra, podemos chegar a uma ideia de pensamento algébrico. O pensamento 
algébrico é a capacidade de simbolização, nomeadamente na definição de equações e 
funções (incluindo funções de variável natural), em problemas com diferentes 
contextos, e na modelação. Portanto envolve uma certa capacidade de generalização 
e de encontrar relações entre variáveis. Envolve também a manipulação de 
expressões, por exemplo na resolução de equações, tal como é ensinado 
tradicionalmente nas disciplinas de matemática ao nível do ensino básico e 
secundário. Mas envolve também a compreensão de funções, nas suas diferentes 
representações, incluindo a sua variação.  
O presente trabalho incide sobre a resolução de problemas envolvendo 
funções quadráticas por alunos do ensino secundário (10º ano). Neste tipo de tarefa, 
o pensamento algébrico dos alunos é muito importante. Interessa-me particularmente 
a determinação de funções (quadráticas) pelos alunos, com base num enunciado 
concreto.  
 Por exemplo o primeiro problema que dei aos alunos, durante a unidade de 
ensino que leccionei, é um problema clássico, com o seguinte enunciado: 
“A Teresa tem uma rede com um comprimento total de 32 m, com a qual 
pretende fazer uma cerca rectangular para o seu cão, com uma área tão grande quanto 
possível. Quais devem ser a largura e o comprimento desta cerca ? E qual é a área 
resultante ?” 
Se designarmos os comprimentos dos dois lados (em geral diferentes) do 
rectângulo por x e y, então a área do rectângulo é A=xy. Portanto há aqui uma 
primeira simbolização e relação que é preciso reconhecer. Depois, como o perímetro 
da cerca mede 32 m, tem-se x+y=16, e esta é uma segunda relação que é preciso 
reconhecer. Como x+y=16  y=16-x (ou x=16-y), a área pode ser escrita como 
função apenas de x (ou de y): A(x)=x(16-x)=16x-x2, e portanto a área é uma função 
 19
quadrática de x. É de notar também que a segunda relação implica que x se encontra 
no intervalo [0,16]  metros (o mesmo sucede com y). 
No questionário escrito que fiz a todos os alunos encontra-se um segundo 
problema geométrico que também requer a determinação de uma função quadrática, 
que também é uma área. Nas três entrevistas que fiz, apresentei ainda um problema, 
que requer a determinação do lucro anual de uma empresa como função da 
quantidade de camisolas que a empresa vende num ano.  
Nos problemas com funções quadráticas há, adicionalmente, dois tipos de 
raciocínios algébricos que tipicamente são necessários:  
1) A transformação algébrica da forma quadrática f(x)=ax2+bx+c na forma 
quadrática f(x)=a(x-h)2+k, para determinar as coordenadas do vértice do gráfico de f: 
(h,k). 
 2)  A  definição e resolução de equações (quadráticas) f(x)=ax2+bx+c=0.  
 A determinação de equações ou funções para descrever relações sugeridas por 
enunciados de problemas – pondo em funcionamento um pensamento algébrico - é 
reconhecidamente uma área onde os alunos revelam dificuldade. Investigação desta 
área da educação matemática mostra que os alunos tendem a preferir um raciocínio 
aritmético a um raciocínio algébrico (Bednarz 1996, Cortés 1998, Swafford 2000, 
Stacey 1999).  
 Termino este sub-capítulo com um artigo (Ponte, 2005) que discute a ideia de  
pensamento algébrico e também algumas dificuldades evidenciadas por alunos 
portugueses com este tipo de pensamento. Uma das questões que é apresentada foi 
extraída dum estudo internacional PISA 2003: 
 “Para homens, a andar, existe uma relação aproximada entre o número de 
passos por minuto, n, e o comprimento do passo, P, em metros: 
 n/P=140. 
 a) Se o Pedro der 70 passos por minuto, qual é o comprimento do passo do 
Pedro ? 
 b)  Se o comprimento do passo do Bernardo for 0,8 m, determina em metros 
por minuto e quilómetros por hora, a velocidade do Bernardo.” 
 Transcrevi o enunciado com algumas pequenas simplificações. 
 A primeira questão é bastante simples. Acertaram 36,6 % dos alunos 
portugueses, o que corresponde à média internacional. Registe-se ainda que 32,3 % 
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dos alunos portugueses substituíu n=70 na fórmula mas resolveu incorrectamente a 
equação 70/P=140.  
 A segunda questão é mais difícil porque é preciso determinar uma nova 
função, que é a velocidade, v. É necessário estabelecer a relação v=nP=140P2, 
genericamente, ou para o caso concreto P=0,8m. É ainda necessário converter 
metros/min  em  km/h. Responderam correctamente 4,6 % dos portugueses, abaixo 
da média internacional, de 5,8 %.  
 Conclui-se que os alunos de 15 anos portugueses (mas também a nível 
internacional) apresentam ainda muitas dificuldades com o pensamento algébrico e 
que é necessário mais progresso nesta área da educação matemática.  
 
2.3  Representações      
 
Uma representação de um objecto, tomando a palavra objecto em sentido lato, 
por forma a incluir entidades abstratas como as que encontramos em matemática, é 
algo que substitui esse objecto (Duval, 2006).  
As representações a que temos mais facilmente acesso e que podem ser 
utilizadas por um grande número de indivíduos e estudadas por outros indivíduos são 
as representações externas (Goldin, 2008). Estas envolvem habitualmente símbolos 
escritos. São exemplos de representações externas: palavras escritas ou texto, 
algarismos (indo-árabes), símbolos, equações algébricas, gráficos, a recta numérica, 
diagramas (por exemplo diagramas de Venn) e figuras (desenhos). Mas a linguagem 
falada (ou oral) é também exemplo de uma representação externa.  As representações 
internas são aquelas que são utilizadas mentalmente e são portanto de muito difícil 
acesso e caracterizadas por uma grande especificidade individual. Constituem 
exemplos de representações internas a linguagem pessoal, imagens mentais, formas 
pessoais de abordar a resolução de problemas e mesmo o interesse ou gosto ou 
crença (ou afecto) que se manifesta sobre determinado assunto ou tema (Goldin, 
2008).  
De acordo com Duval (Duval, 2006) o acesso aos objectos matemáticos só é 
possível por intermédio de símbolos ou representações externas desses objectos. 
 Tenho que admitir que tenho alguma dificuldade com esta ideia porque tenho 
uma visão e abordagem da matemática que é muito contextualizada. Por exemplo 
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quando penso no número 6, posso pensar em 6 laranjas, ou 6 fósforos, etc. Portanto é 
possível identificar o número 6 com algo de concreto, visualizável e palpável. Posso 
também dividir as 6 laranjas em 2 grupos de 3 laranjas, ou em 3 grupos de 2 laranjas. 
Isso permite-me constatar de forma muito concreta que 6/2=3 e 6/3=2. Em 
geometria, se quiser visualizar a decomposição de um cubo em 4 pirâmides 
triangulares, cada qual com 3 arestas do cubo e 3 arestas que são diagonais das faces 
do cubo, mais um tetraedro regular, que fica no centro do cubo, de aresta igual à 
diagonal da face do cubo, posso fazê-lo com modelos, de cartolina ou madeira. 
Modelos desse género são muito concretos e manipuláveis. Posso também submergir 
em água as pirâmides triangulares ou o tetraedro, de madeira, para medir os seus 
volumes. Para medir a área de um círculo, posso construir um modelo cilíndrico, de 
madeira ou metal e determinar o seu volume como atrás referi. A área do círculo será 
então o volume do cilindro a dividir pela sua altura.  
Penso que sem dúvida a matemática tem como ponto de partida o nosso 
contacto com a realidade que nos cerca, como por exemplo na divisão das laranjas 
que atrás referi. E certamente que as nossas experiências da realidade são 
importantes no ensino da matemática, especialmente numa primeira fase. A 
construção de modelos geométricos manipuláveis é também necessária, dum ponto 
de vista epistemológico e pedagógico. Mas há algumas dificuldades. Dividir 6, por 3 
ou por 2, é fácil de fazer com laranjas ou fósforos. Mas fazer esta divisão para um 
número relativamente grande, como por exemplo 83453453, já é mais difícil. Além 
disto a matemática consiste numa abstracção da realidade. Ou seja, em matemática 
estamos interessados nas propriedades do número 6, em abstracto, sem qualquer 
ligação a objectos concretos como laranjas ou fósforos. Portanto, para 
representarmos números grandes ou para representarmos números em abstracto, 
somos forçados a recorrer a símbolos – como na representação decimal com 
algarismos indo-árabes. Em relação ao exemplo de geometria, os modelos concretos 
constituem apenas uma aproximação de sólidos que idealizamos. Um cubo perfeito é 
necessariamente uma idealização e portanto uma abstracção. Um cubo perfeito, de 
lado unitário, é um subconjunto de R3, que pode ser [0,1]3. Se medirmos o volume 
das pirâmides ou do tetraedro que referi, não obteremos os seus valor exactos. Estes 
só se obtêm quando se consideram as idealizações matemáticas desses sólidos. 
Também a medição do volume dum modelo de um cilindro, de raio 1 unidade, e 
altura 1 unidade, resulta apenas numa aproximação a π. Além disto, a matemática 
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caracteriza-se pela dedução lógica das propriedades de objectos matemáticos e não é 
em rigor uma ciência experimental - como as ciências da natureza, embora se possa 
fazer alguma experimentação matemática, sobretudo hoje em dia, com computadores 
e calculadoras (mas é um tipo de experimentação diferente, que não incide sobre a 
realidade ou natureza circundante). Ou seja, em matemática estamos mais 
interessados em deduzir e calcular o valor de π do que na sua medição.  
Creio que é isso que Duval pretende dizer com a afirmação que anteriormente 
citei. A necessidade de abstração e dificuldade no acesso (concreto) aos objectos 
matemáticos é uma das dificuldades apontadas no ensino/aprendizagem da 
matemática.  
As representações matemáticas são múltiplas e variadas, tendo evoluído ao 
longo da história da matemática. Representações diferentes têm possibilidades 
diferentes e as representações que são habitualmente utilizadas actualmente são as 
que demonstraram ter mais possibilidades do ponto de vista da simplicidade, 
eficiência prática, compreensão e mesmo do desenvolvimento da matemática. Por 
exemplo a numeração decimal posicional indo-árabe (que hoje é habitualmente 
utilizada) é claramente superior à numeração romana. Com efeito, os números 
naturais de 1 a 99 podem ser representados com um máximo de dois símbolos, de 
uma forma muito sistemática, enquanto que na numeração romana são necessários 
quatro símbolos para representar o número 8, VIII, 8 símbolos para representar 88, 
LXXXVIII, etc. A multiplicação por dez é também muito mais simples com o 
sistema indo-árabe, com a introdução de um símbolo para zero, que não existe no 
sistema romano.    
Um exemplo duma representação habitualmente utilizada, que contribuíu para 
o desenvolvimento da matemática é a representação gráfica, introduzida na primeira 
metade do século XVII, por Déscartes. Esta representação permitiu o 
desenvolvimento da geometria analítica, isto é, permitiu estabelecer conexões muito 
importantes entre álgebra e geometria e foi um passo enorme no sentido do 
desenvolvimento, na segunda metade do século XVII, do cálculo diferencial e 
integral por Newton e Leibniz.  
As representações que são habitualmente empregues em matemática, pela 
maioria da população, nomeadamente nos vários meios profissionais, obedecem a 
convenções  que é necessário que os alunos assimilem. Por exemplo, na expressão 
numérica 7+3×4, a convenção é de que a multiplicação se efectua em primeiro lugar. 
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A linguagem corrente é também utilizada de formas muito específicas no contexto da 
actividade matemática. Por exemplo a expressão “se e só se” designa uma 
equivalência lógica, em matemática; a expressão “e” designa uma conjunção lógica, 
e a expressão “ou”, uma disjunção. Por vezes os alunos têm alguma dificuldade com 
estas representações e regras convencionais. 
Assim, no ensino/aprendizagem, é frequente surgirem representações não 
convencionais e mesmo idiossincráticas por parte dos alunos. Creio que é importante 
os professores integrarem estas representações no seu trabalho com os alunos. Essas 
representações são importantes para a aquisição de significados e compreensão por 
parte dos alunos e podem ser trabalhadas no sentido do desenvolvimento das 
representações mais habituais e mesmo em conjunto com essas representações 
habituais (Webb, 2008). Mas é necessário que os alunos despertem para as 
representações convencionais, para poderem estudar a matemática tal como ela é 
ensinada e produzida, pela grande maioria, e para se poderem expressar de uma 
forma que seja intelegível por essa maioria. A este propósito lembro-me sempre do 
Físico americano, Richard Feynman, que contava que quando era adolescente tinha 
desenvolvido a sua notação pessoal para as funções matemáticas mais habituais 
como as funções trigonométricas, exponencial e logarítmo. Mas depois descobriu, 
quando tentava mostrar os seus resultados, contidos em blocos com apontamentos, a 
outros adolescentes, ou adultos, que estes não o conseguiam entender. Concluíu que 
precisava de recorrer às representações convencionais. No entanto, quando se tornou 
adulto, Feynman desenvolveu uma representação própria muito poderosa (que veio a 
tornar-se convencional) para determinar a probabilidade (ou a amplitude de 
probabilidade quântica) para determinados processos sub-atómicos: essas 
representações são denominadas como diagramas de Feynman e consistem em 
diagramas, ou grafos, aos quais estão associadas certas expressões algébricas. 
Possivelmente existirá alguma relação entre o desenvolvimento das suas primeiras 
representações idiossincráticas, que lhe transmitiam significado, compreensão, 
liberdade e confiança, e o desenvolvimento do seu trabalho científico, como adulto.     
A actividade matemática envolve habitualmente transformações de 
representações. No meio científico, ligado à educação matemática, é habitual 
distinguir dois tipos essenciais de transformações: tratamentos e conversões (Duval, 
2006). Os tratamentos são transformações que ocorrem dentro de uma mesma 
representação. Por exemplo as manipulações algébricas, efectuadas de acordo com as 
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regras conhecidas, para resolver uma equação do primeiro grau, são tratamentos. 
Transformações de um tipo de representação noutro tipo (diferente) de representação, 
são conversões. Por exemplo a transformação de um enunciado escrito de um 
problema de geometria, numa figura (ou desenho) é uma conversão. A transformação 
da definição algébrica de uma função f(x), como por exemplo f(x)=ex, no seu gráfico 
cartesiano, é uma conversão.  
Para Duval (Duval, 2006) a compreensão de um objecto matemático envolve 
sempre, no mínimo, duas representações, e portanto envolve, no mínimo, a 
conversão entre estas duas representações (em ambos os sentidos). Efectivamente, 
parece-me importante que quem estuda matemática consiga compreender e 
representar um mesmo conceito de formas diferentes. Há, como diz Duval, uma 
complementaridade que representações diferentes têm, conceptualmente e dum ponto 
de vista utilitário. Isso é particularmente evidente no caso das funções porque as 
funções são objectos complexos, de uma enorme variedade. Não é possível captar a 
complexidade de uma função exclusivamente com uma representação. Por exemplo, 
numa perspectiva conceptual, a definição algébrica de uma função, como f(x)=xe-x, 
permite determinar exactamente (ou com precisão arbitrariamente grande) a imagem 
f(x) de qualquer número real x. Mas não é tão evidente, a partir da expressão 
algébrica como é que f(x) varia com x – por exemplo quando é crescente ou 
decrescente. A representação gráfica de f é mais clara desse ponto de vista.  Numa 
perspectiva mais prática, para reconhecer que a função g(x)=x2+2 tem derivada 
g´(x)=2x, é mais conveniente pensar algebricamente do que graficamente. Mas se 
quiser saber quando é que g(x) < ex, é muito conveniente visualizar os gráficos de 
g(x) e da função exponencial, com a calculadora gráfica, ou com um programa de 
computador. Portanto tanto a representação algébrica como a representação gráfica  
têm vantagens diferentes em problemas diferentes.  
Há evidências claras de que os alunos têm dificuldades em conjugar 
diferentes representações. No caso das funções têm tendência para ver as suas 
diferentes representações como objectos matemáticos diferentes (Duval, 2002).  
Portanto parece-me muito importante que os alunos adquiram maleabilidade 
na utilização de representações diferentes para os conceitos matemáticos, e em 
particular no que diz respeito às funções. Para isso parece-me necessário expôr, 
desde o início, os alunos a representações diferentes, enfatizar as ligações entre 
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representações diferentes, fazendo constantemente a conversão entre essas 
representações. 
As novas tecnologias, designadamente a calculadora gráfica e o computador, 
com diversos programas, proporcionam formas muito interessantes de tratar e 
relacionar diferentes representações, nomeadamente no que diz respeito às funções. 
Por exemplo a calculadora gráfica permite aos alunos introduzir uma expressão 
algébrica que define uma função e depois a visualização imediata do seu gráfico 
numa determinada janela de visualização (que pode ser modificada). Permite a 
representação simultânea de vários gráficos, e portanto os alunos podem comparar 
gráficos diferentes correspondentes a expressões algébricas diferentes. A calculadora 
gráfica permite ainda a determinação de raízes da equação f(x)=0, pontos de 
extremo, etc. Um programa de computador interessante para articular as 
representações algébrica e gráfica de funções é o geogebra. Para além do que referi a 
propósito da calculadora gráfica, o geogebra permite definir “botões” com os 
parâmetros que descrevem uma determinada família de funções, como por exemplo a 
família das funções quadráticas. Quando se mexe nesses botões, pode-se variar o 
valor dos parâmetros e observar directamente a influência que essa variação tem no 
gráfico respectivo. 
A observação das representações que os alunos utilizam, e das maiores ou 
menores dificuldades que evidenciam na conversão entre representações, é um tema 
recorrente da investigação em educação matemática. No presente trabalho estou 
particularmente interessado nas representações gráfica e algébrica de funções 
quadráticas, por parte dos alunos.  
   
2.4  O ensino e a aprendizagem do conceito de função 
 
As funções reais de variável real são objectos matemáticos complexos no 
sentido em que, como referimos na introdução deste trabalho, a cardinalidade do 
conjunto das funções reais de variável real, RR, é superior à cardinalidade de R. E a 
dimensão de RR , enquanto espaço vectorial sobre R, é infinita (ao passo que a 
dimensão de R, é finita, naturalmente). Existe portanto uma diversidade enorme de 
funções, com diferentes propriedades. Talvez os exemplos mais comuns de funções 
sejam de funções contínuas, mas há inúmeras funções que são descontínuas em 
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alguns pontos de R, e mesmo descontínuas em qualquer ponto de R. Um exemplo 
célebre, deste último tipo, é a função de Dirichlet: 
 
d(x)=



QRx
Qx
\0
1
 
 
Claro que também é possível definir funções com um domínio, A, que é um 
subconjunto de R, mais pequeno do que R. E é possível definir funções num domínio 
que não é um subconjunto de R, ou cujo contradomínio não é um subconjunto de R. 
Por exemplo a função que a cada país do mundo associa a sua cidade capital (Silva, 
1970). Mas neste trabalho discutiremos quase exclusivamente funções reais de 
variável real. A enorme quantidade e variedade destas funções, bem como a 
variedade das suas propriedades, constituem genericamente uma dificuldade no seu 
ensino e aprendizagem. 
 O ensino e a aprendizagem de funções reais de variável real envolve o 
conceito de função, ou a sua definição e compreensão, e envolve as definições de 
vários conceitos associados, ou propriedades, como o conceito de continuidade de 
uma função, num ponto do seu domínio, ou em todo o seu domínio, o conceito de 
injectividade, o conceito de mínimo/máximo absoluto, o conceito de 
mínimo/máximo relativo, o conceito de função crescente/decresente num intervalo, 
etc, etc ... Todas estas definições (e as razões de ser para estas definições) têm 
também que ser compreendidas. Finalmente é necessário conhecer muitos exemplos 
de funções, famílias de funções ou subconjuntos de funções, e conseguir entender 
que propriedades têm, ou não têm, estes exemplos, famílias, ou subconjuntos. Por 
exemplo é necessário compreender as funções polinomiais e que qualquer função 
polinomial é uma função contínua. Ou compreender as funções quadráticas e que 
qualquer função quadrática tem um máximo ou um mínimo absoluto. Ou que uma 
função injectiva e contínua em R, ou é estritamente crescente em R, ou é estritamente 
decrescente em R. Ou que uma função contínua num intervalo fechado tem máximo 
e mínimo nesse intervalo. É claro que há níveis de compreensão diferentes. Por 
exemplo, tomemos a relação entre funções polinomiais e continuidade: Se f é 
polinomial, então f é contínua. Um aluno pode compreender o significado desta 
afirmação verdadeira (ou teorema) e até ter uma compreensão empírica ou intuitiva 
da mesma afirmação, isto é, esse aluno pode constatar que os gráficos traçados com a 
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sua calculadora, de funções polinomiais são curvas contínuas (sem quebras). Pode no 
entanto não ter avançado o suficiente no estudo de funções para ser capaz de a 
demonstrar correctamente. Um aluno mais adiantado poderá, para além do nível de 
compreensão do aluno anterior, deduzir, por exemplo a partir das afirmações de que 
se f e g forem contínuas, então f+g e fg também são contínuas, e de qualquer função 
afim é contínua (outros dois teoremas), que uma função polinomial é sempre 
contínua, etc ... 
 No entanto, neste sub-capítulo trataremos sobretudo o ensino e a 
aprendizagem do conceito de função. Um artigo influente sobre conceitos 
matemáticos em geral, e em particular sobre o conceito de função, é o artigo de Sfard 
(Sfard,1991). Neste artigo, começa-se por distinguir “conceito” ou “noção”, de 
“concepção”. Um “conceito” matemático é uma definição aceite pela grande maioria 
da comunidade matemática (Sfard utiliza a palavra “oficial”) de uma certa ideia 
matemática. Uma “concepção” é uma perspectiva subjectiva, com todas as 
representações internas que lhe estão associadas, de um “conceito”. Matemáticos 
profissionais referem-se frequentemente a entidades matemáticas como objectos 
(matemáticos). Assim, um matemático refere-se por exemplo aos números primos, 
como constituintes básicos de qualquer número natural, da mesma maneira que um 
Físico ou um Químico se refere aos átomos conhecidos (embora o conceito de 
número seja mais abstracto). Sfard designa este tipo de concepção como uma 
concepção estrutural, que caracteriza sobretudo a matemática moderna (ou 
contemporânea). No entanto, para Sfard, há outro tipo de concepções, com uma 
perspectiva diferente, que são as concepções operacionais. Tomemos por exemplo o 
caso do conceito de função. Na definição de Bourbaki, uma função, f, de A em B (A 
e B são conjuntos) é um subconjunto, f, de pares ordenados de A×B, tal que, para 
qualquer elemento, a, de A, existe um único par (a,b) em f. A função f  pode portanto 
ser vista como um elemento de BA. Esta é uma concepção estrutural de função. Outra 
concepção possível, é a de considerar f como uma operação que transforma qualquer 
elemento de A num único elemento de B. E esta é uma concepção operacional.   
 Para Sfard, é quase sempre possível ter uma concepção estrutural ou 
operacional de um qualquer conceito matemático. Além disto, ambas as concepções 
são complementares e não constituem uma dicotomia. No entanto a concepção 
estrutural é mais abstracta do que a concepção operacional. 
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 Em seguida, Sfard faz um apanhado da evolução histórica das concepções de 
diferentes conceitos matemáticos e conclui que quase sempre se começa com uma 
concepção operacional que evolui para uma concepção estrutural. Por exemplo um 
número negativo começou por ser visto, inicialmente, como o eventual resultado da 
subtracção de um número y de um número x, com y > x. A ideia de um número 
negativo não era, contudo, levada a sério. Por exemplo, como vimos a propósito da 
história da álgebra, soluções negativas de uma equação algébrica não eram 
consideradas. No entanto, a pouco e pouco, foi-se ganhando a percepção de que a 
ideia de número negativo contribuia para uma generalização da ideia de número, com 
sentido. Por exemplo, uma equação do primeiro grau, ax+b=0, com a≠0, admite 
sempre uma única solução, que pode ser positiva ou negativa (mas se não 
admitíssemos soluções negativas, não seria possível fazer uma afirmação tão geral). 
Uma história semelhante sucedeu com o conceito de número complexo. Inicialmente, 
a ideia de um número cujo quadrado é negativo foi utilizada por Bombelli, na 
segunda metade do século XVI, como ideia auxiliar, útil para determinar as soluções 
de uma equação cúbica - concepção operacional. Nomeadamente, Bombelli formulou 
as regras para somar e multiplicar números complexos. Mas só no século XVIII, com 
De Moivre, Euler e Gauss é que os números complexos ganharam um estatuto 
equivalente ao dos números reais. Por exemplo com a noção de número complexo 
genérico, em pé de igualdade com a noção de número real - concepção estrutural -  
pode-se enunciar o teorema fundamental da álgebra, na sua forma moderna (ver sub-
capítulo anterior).  
 O conceito de função tem uma história que também é muito interessante. O 
termo função apareceu pela primeira vez com o trabalho de Leibniz. Euler foi o 
primeiro a utilizar a notação f(x). Em 1755, o mesmo Euler definiu função como 
“uma quantidade que depende doutra, de forma que se esta última é alterada, a 
primeira também sofre alteração” (note-se que esta definição não inclui as funções 
constantes). Esta concepção é marcadamente operacional. A definição de Bourbaki, 
estrutural, emergiu apenas no início do século XX.  
 Da mesma forma que concepções operacionais precedem concepções 
estruturais, historicamente, Sfard propõe também que esta evolução concepcional se 
verifica, psicologicamente, em cada indivíduo. Por exemplo, em crianças muito 
pequenas, uma quantidade finita de objectos confunde-se com o acto de contar esses 
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objectos (Piaget, 1952). Sfard propõe três estádios, sequenciais, para a evolução 
conceptual individual: interiorização, condensação e reificação.  
 O primeiro estádio é o estádio da interiorização. Neste estádio, o indivíduo 
contacta com um processo que dará origem a um novo conceito. No caso dos 
números negativos, o processo é a subtracção, nomeadamente, a subtracção de um 
número maior de um número menor. O indivíduo adquire ainda alguma prática na 
execução destas operações (como por exemplo as referidas subtracções). O segundo 
estádio é o estádio da condensação. Neste estádio, o indivíduo adquire prática em 
operar com as novas entidades matemáticas. Por exemplo, no caso dos números 
negativos, o indivíduo adquire prática em manipulações aritméticas que envolvem 
números negativos – adiciona, subtrai, multiplica e divide. O terceiro estádio é o 
estádio da reificação. Esta palavra, de origem latina, significa “transformar em coisa, 
ou objecto”. Para Sfard, enquanto os dois estádios anteriores decorrem gradualmente, 
a reificação dá-se instantâneamente, quando subitamente, o indivíduo conceptualiza 
o novo conceito de forma estática, sem necessidade de se prender a qualquer 
operação. No caso dos números negativos, o indivíduo, passa a encará-los em pé de 
igualdade com os números positivos.  
 No caso das funções, a interiorização do conceito ocorre quando o indivíduo 
(ou aluno) compreende uma fórmula algébrica que lhe permite determinar o valor de 
uma variável dependente a partir de uma variável independente. A condensação 
ocorre gradualmente, enquanto o indivíduo ganha prática por exemplo com a 
composição de funções ou mesmo com a determinação da função inversa de uma 
dada função (injectiva). A reificação ocorre quando o aluno reconhece funções como 
elementos (objectos) de um conjunto (muito vasto). Por exemplo, quando ganha 
prática na resolução de equações funcionais (podemos também incluir equações 
diferenciais) encarando as suas soluções como objectos especiais de entre o conjunto 
de todas funções, tal como quando resolve equações algébricas (em R ou C). A 
reificação do conceito de função requer também que o indivíduo seja capaz de 
reconhecer a manipulação de funções como objectos, por exemplo na definição de 
funcionais que transformam funções em números reais, ou operadores, que 
transformam funções em funções (em geral diferentes).   
 Finalmente, para Sfard, o processo de reificação requer que durante o estádio 
da condensação o indivíduo (ou aluno) seja já capaz de manipular o conceito que está 
a aprender, como objecto, apesar do indivíduo ainda não ter essa concepção 
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estrutural solidificada. Esta contradição, explica para Sfard, a dificuldade do 
processo de reificação.  
 Um artigo relacionado com o artigo que expusémos nos parágrafos anteriores 
é o artigo de Gray e Tall (Gray e Tall, 1994). Estes autores observam que a 
simbologia matemática habitual é quase sempre ambígua, na medida em que 
representa tanto um objecto como processo. Por exemplo a expressão numérica 9+6 
representa simultaneamente a soma de 9 com 6 (um processo) e o resultado dessa 
soma, o número 15 (que é um objecto). E a expressão f(x)=x2-4, define a forma de 
calcular a imagem, f(x), de um número real, x, particular, mas representa 
simultaneamente uma certa função quadrática, f, como objecto.  
 Em seguida, Gray e Tall definem um “procept elementar”, em matemática, 
como sendo uma representação simbólica para um determinado processo matemático 
e simultaneamente para o resultado desse processo, que é um objecto matemático. Os 
exemplos anteriores são exemplos de “procepts”. Além desta definição, Gray e Tall 
chamam “procept” (não elementar) a um conjunto de “procepts elementares” que 
representam um mesmo objecto matemático. Assim, o “procept” 15 significa 9+6, 
6+9, 3×5, 5×3, 10+5, 8+7, 30/2, 16-1, etc, etc ... A quantidade de significados que 
um “procept” encerra, vai evoluindo com o desenvolvimento do aluno (criança, 
adolescente, ou mesmo adulto).  Numa investigação dos desempenhos na aritmética 
de uma variedade de crianças inglesas (entre os 7 e os 12 anos), Gray (Gray, 1991) 
notou uma relação entre uma maior facilidade com a aritmética e um maior 
desenvolvimento “proceptual”. Por exemplo, crianças menos desenvolvidas tendem a 
pensar em qualquer subtracção a-b, com a>b, como o resultado de descontar b 
unidades ao número a. Esta limitação “proceptual” pode ser muito inconveniente se b 
for um número relativamente grande, como por exemplo na subtracção 19-17. 
Crianças com maior desenvolvimento “proceptual” calculam o número que têm que 
adicionar a 17 para obter 19 (que é 2 neste caso).  
 No caso das funções, pensemos em g(x)=x2+4. Suponhamos que pedimos a 
um aluno para resolver a equação g(x)=0. Um aluno com menor desenvolvimento 
“proceptual” poderá optar pela fórmula resolvente, para concluir eventualmente, 
depois de laboriosamente substituir os coeficientes a=1, b=0 e c=4, que a equação 
não tem solução. Um aluno com maior desenvolvimento “proceptual” poderá pensar 
no gráfico de g, e reconhecer imediatamente que, como as coordenadas do seu 
vértice são (0,4), e a sua concavidade está voltada para cima, g(x) > 0 Rx , e 
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portanto a equação não tem soluções. Ainda a propósito da mesma função, um aluno 
com menor desenvolvimento “proceptual” poderá ter dificuldade em perceber porque 
é que g é contínua. Um aluno com maior desenvolvimento “proceptual” poderá 
pensar na função g1(x)=x2 como o produto da função identidade por si própria. Como 
a identidade é contínua, e o producto de duas funções contínuas é contínua, g1 é 
contínua. Como uma função constante é contínua e a soma de duas funções contínuas 
é contínua, g é contínua.  
 Portanto, para Grey e Tall, um maior desenvolvimento “proceptual” conduz a 
uma maior facilidade em efectuar procedimentos matemáticos e também conduz 
mais facilmente à reificação de um conceito matemático, como o conceito de função. 
Slavit (1997) propõe que os alunos atingem a reificação do conceito de 
função com base na identificação de propriedades que uma função pode ter ou pode 
não ter. Este autor distingue propriedades globais e propriedades locais. Propriedades 
globais incluem a paridade (ou ausência de paridade) da função, e periodicidade. As 
propriedades locais incluem os pontos de intersecção com os eixos y (que existe 
sempre, e é único, para qualquer função definida em R) e x (que pode não existir), 
pontos de inflecção (se existirem) e pontos de mínimo/máximo. Porém, algumas 
propriedades, como a continuidade, não são, para Slavit, nem globais nem locais.       
Num estudo com a duração de cerca de um ano, Slavit (Slavit, 1996) 
observou que os alunos do ensino secundário adquirem de facto uma concepção das 
funções que tem por base as suas propriedades. Adicionalmente, os alunos parecem 
reificar certos tipos de função, como as funções afim e as funções quadráticas, mas 
não parecem ter reificado o conceito geral de função, como objecto que pode possuir 
uma grande variedade de propriedades.   
 Slavit também é da opinião de que o desenvolvimento de uma concepção de 
função baseada nas suas propriedades requer necessariamente bastante tempo pois os 
alunos têm que se familiarizar como vários exemplos de funções e famílias de 
funções, e com as suas possíveis propriedades.  
 Sajka (Sajka, 2003) discute um instrumento que não é habitual utilizar-se no 
ensino das funções, ao nível do ensino básico e secundário: as equações funcionais. 
No entanto, como diz a autora, problemas envolvendo equações e inequações 
funcionais são comuns em competições matemáticas para alunos pré-universitários, 
como por exemplo nas olimpíadas internacionais de matemática (ver por exemplo o 
enunciado de 2011). Sajka propôs a bem conhecida equação funcional de Cauchy: 
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f(x+y)=f(x)+f(y) Ryx  ,  - que admite como soluções contínuas apenas funções da 
forma f(x)=ax, Ra  - a uma aluna de 16 anos, estudante do ensino secundário, em 
Cracóvia, Polónia. Este tipo de problema pode ser útil para investigar a concepção 
que os alunos têm de função e pode também contribuir para a reificação do conceito 
de função por parte dos alunos.  
 Inicialmente a aluna entrevistada procurou valores de x e y que satisfizessem 
a equação proposta, em vez de procurar uma função. Só após um diálogo prolongado 
com a entrevistadora é que finalmente a aluna compreendeu que tinha que procurar 
uma função (uma fórmula). A aluna consegue então reconhecer que f(x)=ax, mas 
considera que a≠0. Só após alguma ajuda por parte da entrevistadora é que acaba por 
reconhecer também a possibilidade a=0.    
  Parece-nos que a utilização de equações funcionais para conduzir à reificação 
do conceito de função é interessante mas não é fácil de implementar na prática 
porque a maior parte destas equações são relativamente difíceis de resolver, 
admitindo uma variedade de soluções relativamente complexas.  
 Em relação à teoria da reificação de Sfard, no que se refere ao conceito de 
função, gostariamos de fazer alguns comentários. Em primeiro lugar, a concepção de 
função enquanto transformação, aplicação ou correspondência, encerra 
necessariamente uma concepção estrutural de função porque uma transformação é 
um objecto matemático (Briedenbach, 1992). Portanto a distinção entre esta 
concepção e a concepção estrutural, digamos de Bourbaki, não nos parece muito 
clara, e os alunos poderão conseguir reificar a noção de função com a concepção de 
função como transformação, aplicação ou correspondência.  
 Em segundo lugar, tal como Sfard, pensamos que a representação gráfica de 
uma função está muito próxima da concepção estrutural de função e tem um papel 
importante na reificação deste conceito. Com efeito, a representação gráfica de cada 
função, f, associa uma imagem única e distinta (o seu gráfico), que é um certo 
objecto, a f. É de notar também que o gráfico de f é uma representação visual do 
conjunto de pares ordenados, que definem f, na definição de Bourbaki.  
 A utilização de um símbolo único para designar uma função, como por 
exemplo “g”, para a função g, e a distinção entre este símbolo e a imagem de um 
determinado número real, x, por g, g(x), também contribui para a reificação do 
conceito de função.  
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 Tal como Slavit, a experiência que temos mostra que os alunos tendem, de 
facto, a identificar funções diferentes com base nas suas diferentes propriedades. Esta 
tendência natural contribui portanto para a reificação do conceito de função e não é 
possível estudar e discutir funções sem estudar e discutir as suas propriedades (tal 
como escrevemos no início deste sub-capítulo). Mas, tal como diz Slavit, os alunos 
tendem a reificar certas funções ou famílias de funções e têm dificuldade em reificar 
o conceito de função, na medida em que têm dificuldade em visualizar todas as mais 
diversas possibilidades para uma função real de variável real. Tal como diz Slavit, 
parece-nos portanto muito importante proporcionar aos alunos exemplos muito 
variados de funções. Não chega dar os exemplos de funções polinomiais ou das 
funções transcendentes elementares (trigonométricas, exponencial etc) mas é preciso 
dar mais exemplos: funções definidas por ramos, funções descontínuas, quer num 
número finito de pontos, quer num número infinito de pontos, e mesmo descontínuas 
em R, como o exemplo da função de Dirichlet; e também exemplos de curvas que 
não constituem gráficos de funções. Portanto, tal como diz Slavit, o ensino das 
funções e a sua eventual reificação, requer necessariamente bastante tempo. 
  
2.5  O ensino e a aprendizagem de funções quadráticas 
 
As funções quadráticas, f(x)=ax2+bx+c, com a }0{\R , b R  e c R , 
constituem uma das famílias de funções mais simples e mais basilares, a seguir à 
família das funções afim. Constituem dos exemplos mais simples de funções não 
lineares e o seu estudo é também uma ponte para um estudo generalizado do 
conjunto das funções polinomiais. Possuem propriedades interessantes que as 
distinguem das funções afim. Em primeiro lugar a não linearidade. Depois, possuem 
um mínimo ou um máximo, que são absolutos, com um minimizante ou maximizante 
que é único. Constituem portanto uma espécie de prótotipo para a compreensão do 
comportamento de funções com um mínimo ou máximo, em torno de um certo 
minimizante ou maximizante. É sabido que os alunos, e também gente com mais 
formação matemática, recorrem a certas famílias de funções basilares, como 
precisamente as funções quadráticas, para representarem e compreenderem funções 
mais complexas (Moretti, 2008). As funções quadráticas não são funções injectivas 
nem sobrejectivas, ao contrário do que sucede com as funções afim de declive não 
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nulo. E podem ter 0, 1 ou 2 zeros, enquanto que uma função afim tem no máximo um 
único zero. Tal como qualquer outro tipo de função polinomial, são contínuas. O 
gráfico de uma função quadrática é uma parábola, que é um dos três tipos de cónicas, 
e tem portanto um foco único com aplicações práticas à óptica e telecomunicações. 
Numa fase inicial do estudo das funções quadráticas, é necessário estabelecer 
conexões entre as suas representações algébricas e a sua representação gráfica e 
discutir as propriedades acima referidas.  
Como já referi a propósito do pensamento algébrico, uma das dificuldades 
dos alunos reside na tradução para a linguagem matemática dos enunciados de 
problemas (Kieran, 2007). Por exemplo em problemas envolvendo funções 
quadráticas, é frequentemente necessário definir algebricamente uma certa função. É 
também frequentemente necessário determinar o vértice do seu gráfico, V=(h,k), e/ou 
determinar os seus zeros. Por vezes a função quadrática é dada no enunciado do 
problema mas mantém-se a necessidade de determinar V=(h,k) e/ou os seus zeros. 
Os alunos têm portanto que ser capazes de reconhecer estas necessidades no contexto 
do enunciado.  
É também conhecida a tendência dos alunos em empregar raciocínios 
numéricos em vez de raciocínios algébricos na resolução de problemas (Bednarz 
1996, Cortés 1998, Swafford, 2000, Stacey 1999), como também referi a propósito 
do pensamento algébrico.  
Outra dificuldade comum reside na conversão entre representações diferentes 
de uma mesma função quadrática, especialmente as representações numérica (ou 
tabelar), algébrica e gráfica (Bussi 1999, Leinhardt 1990). A conversão entre a 
representação escrita e, principalmente, a representações algébrica, também pode ser 
encarada como pensamento algébrico.  
É muitas vezes conveniente utilizar diferentes representações algébricas para 
uma mesma função quadrática. Qualquer função quadrática, f, pode sempre ser 
representada na forma f(x)=ax2+bx+c ou na forma f(x)=a(x-h)2+k. A segunda forma 
é importante porque evidencia as coordenadas, h e k, do vértice do gráfico de f. 
Como muitas vezes f aparece definida na primeira forma e é necessário determinar h 
e k, torna-se necessário transformá-la na segunda. A transformação de uma destas 
representações algébricas na outra é um tratamento (Duval, 2006) e é expectável que 
alunos que iniciem o estudo das funções quadráticas tenham dificuldades com estes 
tratamentos. Também é frequente uma função quadrática com dois zeros (distintos) 
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aparecer definida na forma algébrica f(x)=a(x-r1)(x-r2) e portanto pode haver 
necessidade de transformar esta terceira forma numa das duas primeiras - mas é de 
notar que esta representação algébrica não é possível para funções quadráticas cujo 
binómio discriminante Δ=b2-4ac seja negativo. E pode também acontecer ser 
necessário transformar uma das duas primeiras formas na terceira (quando possível). 
Esta terceira forma aparece por vezes quando, numa representação gráfica duma 
função quadrática, se indicam as abcissas dos seus dois zeros distintos e as 
coordenadas dum terceiro ponto do seu gráfico. Em suma, é importante para a 
aprendizagem matemática dos alunos que estes se sintam à vontade com todas estas 
diferentes representações, e as articulem entre si.  
Como vimos no parágrafo anterior, uma representação algébrica genérica 
para as funções quadráticas requer três parâmetros reais. A conversão entre as 
representações algébrica e gráfica requer uma compreensão destes parâmetros e da 
influência que têm no gráfico da respectiva função quadrática. Por exemplo na 
representação f(x)=a(x-h)2+k, h e k são as coordenadas do vértice da parábola que é 
o gráfico de f, e o sinal de “a” determina o sentido da concavidade desta parábola, 
enquanto que |a| determina a abertura da parábola – valores de |a| maiores fazem com 
que a abertura seja menor. Na representação f(x)=ax2+bx+c, o parâmetro “a” 
determina ainda a abertura da parábola, mas também influencia as coordenadas do 
vértice da parábola, desde que b≠0. O parâmetro b afecta as duas coordenadas do 
vértice, de uma forma que não é imediata, enquanto que c afecta apenas a ordenada 
do vértice e representa a ordenada na origem do gráfico de f. Uma boa compreensão 
destes parâmetros requer assim alguma experiência por parte dos alunos.    
Ellis e Grinstead (Ellis, 2008) investigaram as concepções de alunos sobre os 
parâmetros a, b e c da forma f(x)=ax2+bx+c. Fizeram observações de uma turma 
durante uma unidade de ensino dedicada às funções quadráticas e entrevistaram 
individualmente oito alunos. Todos os oito alunos identificaram correctamente o 
parâmetro c como a ordenada na origem do gráfico de f. No entanto, dois destes 
alunos também identificaram incorrectamente c como a abcissa do ponto de 
intersecção do mesmo gráfico com o eixo dos x. Sete dos entrevistados disseram que 
b afecta o vértice mas não conseguiram descrever precisamente este efeito. Cinco 
alunos disseram que o termo bx desloca o gráfico de ax2+c horizontalmente. Pelo 
menos um destes especificou que b>0 implica uma translacção para a esquerda e b<0 
implica uma translacção para a direita. Esta é uma ideia incompleta na medida em 
 36
que b também afecta a ordenada do vértice do gráfico de f. 3 alunos disseram que b 
afecta a “largura” da parábola, sendo esta “largura” a distância entre pontos do 
gráfico com a mesma ordenada, como por exemplo os zeros. Isto é verdade mas esta 
“largura” depende também de a e c. Dois estudantes disseram que b era o declive do 
gráfico o que não faz sentido visto que este declive é variável. É verdade b é o 
declive do gráfico em x=0, onde o gráfico intersecta o eixo das ordenadas, mas os 
alunos não fizeram esta afirmação precisa. Em relação ao parâmetro “a”, os oito 
alunos disseram, correctamente, que esta parâmetro afecta a abertura da parábola. No 
entanto, como referimos no parágrafo anterior, “a” também afecta a localização do 
vértice, com b e c fixos e b≠0. Dreyfus e Halevi (Dreyfus, 1991) também observaram 
que em geral os alunos reconhecem que “a” afecta a abertura da parábola. Cinco dos 
entrevistados de Ellis e Grinstead disseram, correctamente, que o sinal de “a” 
determina se a parábola está voltada para cima ou para baixo. Cinco destes 
entrevistados também disseram que o parâmetro “a” representa o declive da 
parábola. Esta ideia não faz sentido. A interpretação de Ellis e Grinstead é a de que 
os alunos fizeram uma analogia com o papel do coeficiente de x numa função afim. 
A professora da turma comparou frequentemente as funções lineares com as funções 
quadráticas, muitas vezes de forma contrastante, mas os alunos podem ter tendência 
para raciocinar em termos de semelhanças entre ambos os tipos de funções.     
Uma boa parte da literatura científica sobre o ensino e a aprendizagem das 
funções quadráticas tem-se centrado na tendência para os alunos raciocinarem sobre 
as funções quadráticas como se estas fossem lineares (Chazan 2006, Buck 1995, 
Schwarz 1999 e Hershkowitz 1997). Por Hershkowitz (1997) observou estudantes a 
utilizar interpolação ou extrapolação linear para funções quadráticas. Zalawasky 
(1997) observou estudantes a a utilizar dois pontos do gráfico de uma função 
quadrática para calcular um declive, na determinação da sua forma algébrica.   
Outro tópico habitualmente focado no ensino das funções quadráticas é a 
resolução de inequações, isto é, inequações da forma f(x)=ax2+bx+c>0 (a≠0), ou 
f(x)≥0. Estas inequações resultam muitas vezes de problemas. Uma das diferenças 
em relação às inequações envolvendo funções afim, isto é, da forma g(x)=mx+n>0 
(m≠0), ou g(x)≥0, é que estas podem ser sempre resolvidas algebricamente enquanto 
que com as inequações quadráticas é em geral conveniente ter uma perspectiva 
gráfica. Se a equação f(x) tiver um zero ou dois zeros distintos, então é possível 
factorizar f(x) na forma f(x)=a(x-r1)(x-r2). Pode-se então construir uma tabela com o 
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sinal dos três factores e multiplicar esses sinais para obter o sinal de f(x). Portanto 
nesses casos pode-se implementar um algoritmo algébrico para resolver a inequação 
f(x)>0. Mas se f não tiver zeros, então para resolver a inequação anterior 
algebricamente, é em rigor necessário obter f(x) na forma f(x)=a(x-h)2+k. Os 
parâmetros a e k terão o mesmo sinal. Se este for negativo, f(x)>0 não tem solução; 
se a e k forem positivos, então a inequação f(x)>0 é satisfeita por qualquer x real. 
Ora é muito mais elucidativo ter uma perspectiva gráfica da função f. Se o binómio Δ 
for negativo, isso quer dizer que o gráfico de f está completamente acima do eixo dos 
x ou completamente abaixo. O primeiro caso ocorre se a>0 e o segundo quando a<0. 
Quando f tem um ou mais zeros a perspectiva gráfica também funciona muito 
facilmente. Por exemplo se f tiver duas raízes distintas r1 e r2 e a>0, um esboço do 
gráfico de f mostra imediatamente que a solução da inequação anterior é 
    ,21, rrx . Se a<0, um esboço do gráfico de f revela imediatamente que 
 21 , rrx .  Penso que a perspectiva gráfica também é muito importante porque em 
geral, para inequações envolvendo funções não lineares, é a esta perspectva que é 
necessário recorrer.  
 Portanto pode haver alguma dificuldade por parte dos alunos com a 
conveniência de utilizar a representação gráfica para resolver inequações envolvendo 
funções quadráticas (ou outras funções não lineares) em detrimento dos métodos 
algébricos a que estão habituados para as inequações envolvendo funções afim. É 
interessante que estas últimas inequações também podem ser resolvidas 
graficamente, com toda a facilidade, mas a perspectiva gráfica é raramente ensinada 
nestes casos. (Para resolver a inequação g(x)=mx+n>0, com m≠0, graficamente, 
basta olhar para o sinal de m. Se m>0 o gráfico de g é crescente, e portanto a solução 
da inequação é x>r, onde r=-n/m é o zero (único) de g. Se m<0, g é decrescente, de 
modo que x<r é a solução da inequação.) Parece-me que pode ser interessante 
apresentar esta perspectiva no ensino das inequações com funções afim, para os 
alunos a encararem com maior normalidade quando aprendem inequações 
envolvendo qualquer outro tipo de funções.  
Vimos que para resolver uma inequação quadrática é bastante conveniente 
resolver a equação quadrática f(x)=0. Mas a necessidade da determinação dos zeros 
de uma função quadrática pode resultar directamente do enunciado de um certo 
problema. Por vezes esta necessidade resulta da interpretação gráfica dos zeros de 
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uma função quadrática. Claro que a percepção de que um enunciado escrito requer a 
resolução de uma equação f(x)=0, ou de uma inequação f(x)>0 (e portanto também 
da equação f(x)=0) requer um certo pensamento algébrico por parte dos alunos, o 
que, como vimos, encerra alguma dificuldade. Depois há a questão da resolução de 
equações do segundo grau.   
Vaiyavutjamai, Ellerton e Clements (2005), estudaram a resolução de 
algumas equações quadráticas por 465 alunos de três países: Tailândia, Brunei e 
EUA. As equações propostas eram da forma: a) x2=k, com k real; b) (x-k1)(x-k2)=0, 
com k1 e k2 reais. Estes autores concluiram que: Muitos alunos não compreendem 
que as equações quadráticas podem ter duas soluções. Alguns alunos conseguem 
resolver estas equações mas não sabem qual é o significado das soluções encontradas 
nem sabem verificar a sua validade. A maioria dos alunos não percebe que uma 
mesma variável, que aparece em termos diferentes de uma mesma equação, tem 
sempre o mesmo valor, em cada um destes termos. Na resolução de (x-k1)(x-k2)=0, 
alguns alunos transformam esta equação em x2-(k1+k2)x+k1k2=0, voltam a factorizar, 
e só então é que igualam cada um dos factores a zero.  
Numa série de estudos, Lima (2004, 2006, 2007 e 2010) investigou a 
resolução de equações do segundo grau, incluindo um problema, por alunos de 14 e 
15 anos. Notaram que na resolução da equação x2=9, vários alunos apresentam a 
solução x= 9 =3, mas esquecem a solução x=- 9 =-3 (Lima, 2010). No estudo de 
2006, Lima e colaboradores observaram que na resolução das equações a) t2-2t=0, e 
e) 3l2-l=0, a maioria dos alunos optaram por utilizar a fórmula resolvente em vez de 
factorizar o primeiro membro para depois aplicar a lei do anulamento do produto. 
Alguns alunos disseram que t2-2t=0 porque “t2=t×t=2t” pelo que “t2-2t=2t-2t=0”. Um 
aluno escreveu “1t2-2t1=0  -1t=0 porque se tem subtrair os coeficientes e também 
os expoentes” (Lima, 2006). Alguns alunos resolveram a equação e) da forma “3l2-
l=0  9l-l=0  8l=0”. Destes, uma parte obteve “l=0/8” e a outra parte que “l=8/0”. 
Finalmente, para cada uma destas duas alternativas, houve quem concluísse que 
“l=0” e houve quem concluísse que “l=8” (Lima, 2010). Para a equação b) (y-3)(y-
2)=0, mais de 50% dos alunos procurou desembaraçar-se dos parênteses. Destes, 14 
utilizaram a fórmula resolvente, tendo 9 destes 14 sido bem sucedidos. Alguns 
alunos desembaraçaram-se dos parênteses de forma incorrecta como por exemplo em 
(y-3)(y-2)=0   “y-3y-2=0” (Lima, 2004). O enunciado da alínea h) é o seguinte: 
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“Para resolver a equação (y-3)(y-2)=0, John respondeu que y=3 ou y=2. A sua 
resposta está correcta ?” Apenas 39% dos alunos disseram que John estava correcto 
(Lima, 2010). Muitos alunos apresentaram erros nos cálculos intermédios 
envolvendo a utilização da fórmula resolvente para equações quadráticas (Lima, 
2006).  O problema g) tem o seguinte enunciado: “Ulisses gosta de plantar flores. No 
seu quintal, dispõe de uma área, perto de uma parede, onde pretende construir um 
canteiro rectangular, que pretende vedar com 40 m de cerca (um dos lados do 
canteiro é constituído pela parede). Quais devem ser as dimensões deste canteiro de 
modo que a área do canteiro seja de 200 m2 ?” Nenhum dos alunos conseguiu 
traduzir este enunciado para uma equação quadrática correcta. Surgiram traduções 
para equações do primeiro grau, como “40+40+x+x=200”. Apenas um aluno 
apresentou a solução numérica correcta, sem no entanto apresentar qualquer equação, 
escrevendo numa figura do canteiro rectangular, que a cerca teria dois lados de 10 m 
e um lado de 20 m, provavelmente porque verificou numericamente que estes valores 
satisfazem as condições do problema (Lima, 2006). 
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Capítulo 3 
 
Unidade de ensino sobre funções quadráticas 
 
3.1  Caracterização da turma 
 
A escola onde se realizou a minha leccionação da unidade de ensino “funções 
quadráticas”, e onde se realizou também o trabalho de investigação que apresentei 
sucintamente no início deste trabalho, é a escola secundária com 2º e 3º ciclos,        
D. João V, na Damaia, que fica nos arredores de Lisboa. A escola encontra-se 
integrada numa zona residencial, habitada por pessoas predominantmente de 
condição sócio-económica baixa ou média, e serve também zonas residenciais 
circundantes, como por exemplo a Buraca, que também são habitadas por pessoas de 
condição sócio-económica baixa ou média. Existem outras escolas na vizinhança da 
escola D. João V, e existe também uma esquadra da polícia de segurança pública.  
A turma com a qual trabalhei, é a turma nº1, do 10º ano. É uma turma da área 
cientifico-tecnológica e portanto tem a disciplina de Matemática A nos 10º, 11º e 12º 
anos. A professora desta disciplina, com quem tenho trabalhado, é a doutora Paula 
Teixeira. Acompanhei as aulas de Matemática da turma 10º-1 durante todo o ano 
lectivo de 2011-2012, desde o seu início, em Setembro de 2011, até ao fim do 
terceiro período, a 15 de Junho de 2012. Durante o primeiro período leccionei em 
três ocasiões à 10º-1, no âmbito da disciplina de IPP3, do mestrado em ensino da 
Matemática, da FCUL.   
O presente trabalho é um relatório das aulas que leccionei à turma 10º-1, 
durante o segundo período de 2011-2012, sobre funções quadráticas, no âmbito da 
disciplina de IPP4, do mestrado em ensino da Matemática, da FCUL. Claro que este 
trabalho contém também uma componente de investigação sobre o ensino e a 
aprendizagem das funções quadráticas, como temos vindo a descrever. Leccionei 
sete aulas, de noventa minutos cada, sobre funções quadráticas, nos dias 27 de 
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Fevereiro, 29 de Fevereiro, 1 de Março, 5 de Março, 7 de Março, 8 de Março e 12 de 
Março de 2012. Estas eram as aulas que estavam inicialmente previstas no 
planeamento da doutora Paula Teixeira.  
 A turma 10º-1 é constituída por 26 alunos: 17 raparigas e 9 rapazes. Destes 26 
alunos, 22 têm a idade de 15 anos, que é a idade expectável para um aluno do 10º ano 
que nunca tenha reprovado. Há também duas alunas com 16 anos, um aluno com 16 
anos e um aluno com 18 anos. Este último aluno e uma das alunas com 16 anos 
encontram-se a repetir o 10º ano. O quadro 1, que se segue, resume esta informação. 
 
Idades Nº de alunos 
15 22 
16 3 
17 0 
18 1 
total 26 
 
                                  Quadro 1 – Idade dos alunos da turma 10º-1 
 
As classificações finais, no 9º ano, dos 24 destes 26 alunos que frequentaram 
este ano de escolaridade no ano lectivo anterior, de 2010-2011, encontram-se no 
quadro 2. Incluí a classificação obtida no exame nacional.  
 
9º ano - Nível na 
CI 
Nº de alunos 9º ano – Nível no 
exame 
Nº de alunos 
2 1 2 5 
3 12 3 9 
4 8 4 6 
5 3 5 4 
 
Quadro 2 – Classificações na disciplina de Matemática de 24 dos 26 alunos da 10º-
1, no final do 9º ano. CI designa “classificação interna”. 2 dos 26 alunos da 10º-1 são 
repetentes e portanto não figuram nesta tabela. O nível máximo é o nível 5. 
 
No quadro 3, apresento as classificações dos alunos da turma 10º-1, nos dois 
primeiros períodos do 10º ano.  
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1º período do 10º 
ano – Nota obtida 
Nº de alunos 2º período do 10º 
ano – Nota obtida 
Nº de alunos 
7 4 7 3 
8-9 7 8-9 10 
10-13 10 10-13 7 
14-17 5 14-16 6 
 
Quadro 3 – Classificações na disciplina de Matemática A dos  alunos da  10º-1,  no 
final  dos 1º e 2º  períodos do 10º ano. Os “intervalos”  apresentados  incluem os ex- 
extremos. Por exemplo 14-17 significa 14, 15, 16 ou 17 valores. A classificação má- 
xima é de 20 valores. 
 
 No primeiro período, houve portanto 11 classificações negativas que 
representam cerca de 42 % da turma, o que significa um grande aumento na 
percentagem destes alunos com nota negativa, relativamente ao que se verificou no 
final do 9º ano. Não houve classificações superiores a 17 valores. No segundo 
período houve 13 classificações negativas. Mais duas do que no primeiro período. 
Não houve classificações superiores a 16 valores. Em geral as notas desceram um 
pouco relativamente ao primeiro período. Exactamente 50 % das notas foram 
negativas, isto é, mais 8 % do que no primeiro período. Mais uma vez, esta 
percentagem representa um grande aumento nas classificações negativas 
relativamente ao que sucedeu com estes alunos no final do 9º ano. É ainda de notar 
que o segundo período foi o período durante o qual decorreu a unidade de ensino que 
leccionei.  
 
3º período do 10º 
ano – Nota obtida
Nº de alunos 
8-9 12 
10-13 7 
14-16 4 
Desistências 3 
 
Quadro 4 - Classificações na disciplina  de   Matemática  A  dos  alunos  da 10º-1,  
no final  dos 3º período do 10º ano. Novamente, os “intervalos” apresentados 
incluem os extremos. Por exemplo 14-16 significa 14, 15 ou 16 valores. A 
classificação máxima é de 20 valores. 
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O quadro 4 mostra as classificações obtidas pelos alunos da turma 10º-1, no 
terceiro período do 10º ano. Não houve notas abaixo de 8, ao contrário do que tinha 
sucedido nos dois períodos anteriores. Houve 12 notas negativas, de 8 ou 9 e três 
desistências. Portanto, dos 23 alunos que tiveram nota, cerca de 52 % tiveram uma 
nota negativa. E dos 26 alunos que iniciaram a disciplina, perto de 58 % teve nota 
negativa ou desistiu, no final do ano. 
 Os alunos da turma 10º-1 tiveram sempre um comportamento muito correcto, 
ao longo de todo o ano lectivo, quer comigo, quer com a doutora Paula Teixeira. 
Pode mesmo dizer-se que a turma foi sempre bastante simpática. Ao longo da 
unidade de ensino sobre funções quadráticas, os alunos demonstraram interesse e 
participaram activamente em todas as fases de cada aula – fase introdutória, trabalho 
autónomo e discussões. A minha experiência com esta turma foi portanto bastante 
positiva.  
 
3.2  Enquadramento da unidade de ensino no programa 
 
 O programa de Matemática A, do 10º ano, está dividido em três temas. O 
primeiro tema é “geometria no plano e no espaço”, que é leccionado durante o 
primeiro período. O segundo tema é “funções e gráficos de funções” e é leccionado 
durante o segundo período. O terceiro tema é “estatística”, que é leccionado durante 
o terceiro período. O segundo tema, “funções e gráficos de funções” está, por sua 
vez, dividido em capítulos. Estes capítulos são: “generalidades sobre funções e 
gráficos de funções”, “funções afim”, “funções quadráticas”, “a função módulo” e 
“funções polinomiais”. Há ainda uma discussão de algumas transformações de 
funções, como por exemplo f(x) → f(x+z), para um dado z real. Portanto eu leccionei 
a unidade de ensino dedicada ao terceiro destes capítulos, “funções quadráticas”, do 
segundo tema, “funções e gráficos de funções”.  
 No capítulo “generalidades sobre funções” ensina-se a definição de função, 
domínio, contradomínio e conjunto de chegada. O gráfico de uma função, num 
sistema de eixos ortogonal, é também definido desde o início. Depois define-se zero 
de uma função e ensina-se a ver quando é que uma função é positiva ou negativa. 
Define-se também a noção de função injectiva. Finalmente, definem-se intervalos 
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nos quais uma função é crescente ou decrescente (em sentido estrito ou sentido lato) 
e definem-se máximos/mínimos relativos ou absolutos. As funções afins já foram 
estudadas pelos alunos durante o 3º ciclo, e os alunos estudaram também equações de 
uma recta, no âmbito do tema “geometria no plano e no espaço”, durante o primeiro 
período do 10º ano. Portanto foram previstas apenas três aulas de noventa minutos 
sobre funções afim, para o segundo período do 10º ano. É de notar que os alunos 
também já estudaram a função proporcionalidade inversa no 3º ciclo do ensino 
básico. O capítulo sobre funções quadráticas segue-se ao capítulo sobre funções 
afim. No 9º ano, os alunos tinham apenas estudado funções quadráticas da forma 
f(x)=ax2 (a≠0).  
Eu parti do princípio de que estes temas já tinham sido estudados. Por 
exemplo o esboço do gráfico de uma função a partir de alguns dos seus pontos, que 
se obtêm com uma dada expressão algébrica que a define, é um tipo de tarefa que os 
alunos efectuaram diversas vezes, inclusivamente no 3º ciclo, e portanto parti do 
princípio de que os alunos estão à vontade com este tipo de tarefa ou com questões 
relacionadas.  
Uma excepção é a injectividade de uma função. A doutora Paula Teixeira não 
ensinou esse conceito no capítulo “generalidades sobre funções e gráficos de 
funções” e portanto não supus que os alunos o conheciam. 
A seguir ao capítulo sobre funções quadráticas vem o capítulo sobre a função 
módulo. O último capítulo do tema das funções é o capítulo sobre funções 
polinomiais, que incide principalmente sobre polinómios do terceiro e quarto graus.  
 Penso que vale a pena ter também em mente que o tema das funções é um dos 
temas mais fortes de todo o ensino secundário e reaparece nos programas de 
Matemática A do 11º e 12º anos. No 11º ano os alunos estudam funções racionais, 
funções definidas por radicais e funções definidas por dois ou mais ramos. Estudam 
o conceito de limite e a noção de derivada de uma função. E estudam a função 
inversa de uma dada função. O programa de Matemática A do 11º ano contempla 
ainda o tema “sucessões reais” que pode ser visto como um prolongamento do tema 
“funções”, já que uma sucessão real é uma função real de varíável natural. No 12º 
ano estudam-se as funções exponenciais e logarítmicas e o cálculo diferencial é 
estudado de forma mais ampla, incluindo o estudo das funções trigonométricas, 
exponenciais e logaritmos.   
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 Os temas transversais do programa de Matemática A são: a comunicação 
matemática, aplicações e modelação matemática, história da matemática, lógica e 
raciocínio matemático, resolução de problemas e actividades investigativas e, 
finalmente, tecnologia e matemática.  
 
3.3  Conceitos matemáticos 
 
Durante o 9º ano, os alunos estudaram equações quadráticas. Como referi no 
sub-capítulo anterior, os alunos estudaram também, no 9º ano, funções quadráticas da 
forma f(x)=ax2 (com a≠0), incluindo o gráfico destas funções. No 10º ano, no âmbito 
da unidade de ensino sobre funções quadráticas, começa-se por fazer uma revisão 
destas funções quadráticas (e dos seus gráficos). Refere-se que o gráfico destas 
funções é um tipo de curva a que se chama parábola. Distinguem-se os casos a>0 
(concavidade voltada para cima) e a<0 (concavidade voltada para baixo). Observa-se 
a existência do eixo de simetria (x=0) e assinala-se o vértice da parábola V=(0,0). 
Observa-se que para a>0, f tem um mínimo em x=0, e é crescente para x>0, e 
decrescente para x<0. Para a<0, f tem um máximo, e é decrescente para x>0, e 
crescente para x<0. É importante que os alunos compreendam bem estas funções 
quadráticas mais simples, pois elas constituem o protótipo de qualquer função 
quadrática. Uma novidade para os alunos é a discussão de outras propriedades 
geométricas da parábola e do seu desenvolvimento histórico. Por exemplo, na 
antiguidade grega a parábola foi definida como conjunto dos pontos que se 
encontram a uma mesma distância de uma recta, chamada directriz, perpendicular ao 
eixo da parábola, e de um ponto, chamado foco, que fica sobre o eixo da parábola. 
Outra propriedade geométrica que é discutida pela primeira vez no 10º ano, é a 
propriedade focal da parábola – raios de luz paralelos ao eixo da parábola reflectem-
se sobre a parábola de forma a convergirem todos no foco. Esta propriedade é 
utilizada, em aplicações práticas, para captar radiação electromagnética, incluindo 
luz, concentrando-a num ponto (o foco), por exemplo para a amplificar. Faz-se ainda 
referência a parábolas que não são gráficos de uma função – obtidas por rotação do 
gráfico de f, de um ângulo que não é, nem de 0º, nem de 180º.  
 Em seguida, estudam-se as funções quadráticas da forma g(x)=ax2+k, 
g(x)=a(x-h)2 e g(x)=a(x-h)2+k (com a≠0). A última forma é completamente geral e o 
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seu gráfico é obtido através da translacção do gráfico de f(x)=ax2, pelo vector (h,k). 
Portanto este gráfico continua a ser uma parábola (o tipo de curva não é alterado por 
uma translacção), o seu vértice é V=(h,k) e o seu eixo é x=h. E claro que para a>0, a 
concavidade está voltada para cima e vice-versa. O estudo destas funções 
quadráticas, e das propriedades que referi, é novo para os alunos.  
A forma canónica de uma função quadrática, g(x)=ax2+bx+c, com a≠0, é 
também apresentada aos alunos. É necessário que os alunos aprendam a transformar 
esta forma na forma que mencionámos no parágrafo anterior, g(x)=a(x-h)2+k, pois 
esta torna explícitas as coordenadas do vértice. As coordenadas do vértice são 
importantes para um esboço do gráfico de g ou para determinar o 
minimizante/maximizante e o mínimo/máximo de g, no contexto de um problema. A 
transformação “inversa” é bastante mais simples.  
No 9º ano, os alunos aprenderam a resolver equações quadráticas, como já 
referimos, nomeadamente através da fórmula resolvente, mas não aprenderam a 
resolver inequações quadráticas, g(x)>0, ou g(x)≥0. Estas inequações são também 
tratadas na unidade de ensino “funções quadráticas”. As inequações quadráticas 
surgem frequentemente no contexto de problemas.  
Finalmente, o programa de Matemática A menciona a resolução de problemas 
envolvendo funções quadráticas, nomeadamente problemas ligados à realidade.  
 
3.4  Planeamento, estratégias e recursos   
 
 O planeamento formal que fiz para a unidade de ensino “funções 
quadráticas”, encontra-se no anexo 1. 
 Resolvi começar a unidade de ensino que leccionei, sobre funções 
quadráticas, com o contraste entre estas funções e as funções afim. Portanto planeei 
lembrar os alunos que tinham acabado de estudar as funções afim, que etas têm a 
forma h(x)=mx+n, com m e n reais quaisquer. Planeei também um diálogo com os 
alunos no sentido de rever com eles que o gráfico de uma função afim é uma recta – 
com características diferentes conforme o m>0, m<0, ou m=0. Resolvi introduzir 
então a família das funções quadráticas, como uma nova família de funções, da 
forma f(x)=ax2+bx+c, com a≠0 e b e c reais quaisquer. Novamente programei um 
diálogo com os alunos no sentido de discutir porque é que a≠0. Em geral, planeei 
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sempre apresentar ideias novas de uma forma muito interactiva, colocando questões 
aos alunos e suscitando também questões da sua parte.  
 A segunda parte do meu plano consistiu na revisão das funções quadráticas da 
forma f(x)=ax2, isto é b=0 e c=0. Penso que um bom entendimento destas funções é 
essencial para um bom entendimento de todas as funções quadráticas e estas funções 
podem ser utilizadas para uma discussão de todas as propriedades essenciais das 
funções quadráticas. A minha estratégia foi a de pedir aos alunos para explorarem os 
gráficos de funções da forma f(x)=ax2, para diferentes valores do parâmetro “a”, 
positivos ou negativos, com a calculadora gráfica, e para escreverem um pequeno 
parágrafo nos cadernos com as observações feitas e eventualmente com esboços de 
gráficos representativos. Portanto optei por uma tarefa exploratória, com recurso à 
calculadora gráfica, que suscitasse uma discussão posterior. Essa discussão deveria 
abordar a diferença óbvia, na concavidade do gráfico de f, entre ter a>0 e a<0; o eixo 
de simetria, x=0, do gráfico, que resulta de f(-x)=f(x); o vértice do gráfico, V=(0,0); 
a existência de um mínimo ou máximo em x=0, conforme a>0 ou a<0; os intervalos 
nos quais f é crescente ou decrescente; a constatação de que o domínio de f é R e de 
que o contradomínio é R0+ quando a>0 e R0- quando a<0. Planeei também rever que 
o gráfico de f é um tipo de curva a que se chama parábola, descoberta na Grécia 
antiga.  
 Observe-se que a representação gráfica é introduzida e enfatizada desde o 
início da unidade de ensino. Efectivamente, durante a tarefa exploratória que 
anteriormente descrevemos, os alunos estabelecem conexões entre a representação 
algébrica e a representação gráfica de funções quadráticas. Estas conexões são depois 
também discutidas no âmbito da turma inteira, tomando como ponto de partida os 
resultados de dois ou três alunos. Nesta fase, estes alunos são convidados para ir até 
ao quadro, para esboçarem gráficos de funções quadráticas, mas também é possível 
recorrer ao “viewscreen”, que existe na sala de aula.  
 Penso que o trabalho de grupo encoraja a comunicação matemática, isto é, a 
partilha e discussão de ideias e resultados matemáticos, entre os alunos de cada 
grupo, e esta discussão pode depois, facilmente e naturalmente, alargar-se a toda a 
turma. Além disto, os alunos desta turma encontram-se dispostos na sala de aula, em 
grupos, desde o início do ano lectivo, e estão habituados a trabalhar desta forma com 
a professora da turma. Assim, a maior parte do trabalho autónomo dos alunos, que 
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previ para esta unidade, é trabalho de grupo. Isso inclui a exploração dos gráficos de 
funções quadráticas, da forma f(x)=ax2, que atrás referi. 
Nesta tarefa exploratória os alunos utilizam a calculadora gráfica. O uso desta 
tecnologia faz parte integrante do programa de matemática do ensino secundário. É 
um instrumento de simples manuseamento e os alunos podem e devem praticar a sua 
utlização na exploração do gráfico de funções como as funções quadráticas. Também 
se poderia utilizar o geogebra. O geogebra tem algumas vantagens sobre a 
calculadora gráfica como a possibilidade de definir um botão para um parâmetro, 
como por exemplo o parâmetro “a”, que pode ser manuseado, permitindo que se veja 
imediatamente como varia o gráfico de uma função quadrática. Além disto, parece-
me que promove o trabalho de grupo visto que todos os elementos do grupo estão 
concentrados num mesmo gráfico. No entanto, tem a desvantagem de não permitir 
que todos os elementos do grupo manipulem simultaneamente o geogebra. E é 
necessário que os alunos mudem de lugar, para junto dos computadores. Devo 
também referir que não há computadores suficientes na sala de aula, para todos os 
grupos. A calculadora gráfica promove uma exploração mais individual por parte dos 
alunos mas isso não invalida que estes possam comunicar uns com os outros e 
discutir os resultados que vão obtendo. Além disso, podem manter os lugares 
habituais na sala de aula. Por estes motivos, pareceu-me  preferível que os alunos 
utilizassem as calculadoras gráficas.  
É também de notar que optei por não dar uma tarefa aos alunos em que estes 
assinalam alguns pontos do gráfico de uma função, como f(x)=ax2. Tomei essa opção 
porque os alunos já fizeram esse tipo de tarefa em diversas ocasiões do seu percurso 
escolar. Primeiro, durante a aprendizagem das funções afim e proporcionalidade 
inversa, no 3º ciclo do ensino básico. Em segundo lugar, durante a aprendizagem, 
precisamente das funções quadráticas com a forma f(x)=ax2, no 9º ano. E finalmente, 
durante o capítulo “Generalidades sobre funções e gráficos de funções”, no início do 
segundo período do 10º ano. Ou seja, um pouco antes do início da unidade de ensino 
que leccionei.  
 A terceira parte do meu plano consistiu em transmitir aos alunos uma ideia 
das aplicações práticas que as funções quadráticas têm. Talvez devido à minha 
formação, em Engenharia Física, tenho muita consciência destas aplicações e para 
mim a Matemática é apelativa e interessante em si mesma, mas é também 
extremamente útil, e penso que os alunos devem adquirir esta percepção. Um 
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exemplo claro de parábolas na natureza é o exemplo da trajectória de um objecto 
lançado ao ar, sem ser na vertical, junto à superfície da Terra. Um jacto de água, 
proveniente de uma mangueira ou de uma fonte, permite visualizar toda essa 
trajectória. Portanto para compreender e controlar o movimento de um objecto, 
digamos na troposfera, é necessário compreender funções quadráticas. Outro 
exemplo que os alunos conhecem é o exemplo das antenas parabólicas, de televisão, 
de rádio-telescópios, etc. Para compreender estas antenas é necessário compreender o 
que é o foco de uma parábola. Portanto planeei explicar que raios de um determinado 
tipo de radiação, como por exemplo ondas electromagnéticas provenientes de um 
emissor distante, paralelos ao eixo da parábola, são nela reflectidos de forma a 
convergirem todos no foco. Ou seja, a parábola permite captar um sinal distante e 
focá-lo num ponto, o seu foco, para que possa ser amplificado. Para a parábola que é 
o gráfico de f(x)=ax2, o foco é o ponto F=(0,1/4a). O foco também pode ser utilizado 
ao contrário, isto é, radiação proveniente do foco incide na parábola e dirige-se 
depois paralelamente ao seu eixo. Esta ideia é utilizada em lanternas de bolso ou nos 
faróis de um automóvel, com luz visível.  
O manual adoptado para o 10º ano, “Novo Espaço” (Costa, 2010) explica a 
propriedade focal da parábola e explica também como se pode traçar uma parábola a 
partir dum ponto (o seu foco) e uma dada recta que não contém esse ponto, a que se 
chama a directriz. A parábola é o conjunto dos pontos, do plano plano definido pelo 
foco e a directriz, que se situam a uma mesma distância destes dois elementos. No 
caso da parábola de equação y=ax2, a directriz é a recta horizontal de equação           
y = -1/4a. Esta definição foi formulada, pela primeira vez, na Grécia antiga. 
Também resolvi explicar que a parábola de equação y=ax2, quando rodada de 
um ângulo que não é, nem 0º, nem 180º, resulta ainda numa parábola, mas esta 
parábola já não é o gráfico de uma função. Esta ideia é particularmente evidente para 
uma rotação de 90º, no sentido dos ponteiros do relógio, do gráfico de y=ax2, com 
a>0, que resulta na curva de equação x=ay2, ou seja y= ± ax / . Claro que se 
considerarmos apenas o ramo de equação y = + ax / , teremos o gráfico de uma 
função, e o mesmo acontece se considerarmos apenas o ramo y = - ax / , o que será 
discutido com os alunos.  
Um dos temas da unidade de ensino “Funções quadráticas” é a resolução de 
inequações quedráticas. A minha ideia, no planeamento da unidade de ensino, foi a 
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de introduzir a resolução de inequações quadráticas a partir de exemplos de funções 
que os alunos iam explorando. O primeiro exemplo de uma inequação quadrática é 
portanto o exemplo ax2 > 0, ou ax2 ≥ 0. Optei por ensinar a resolução gráfica de 
inequações quadráticas. Tomei esta opção por o método gráfico ser sempre aplicável, 
a qualquer inequação quadrática, por ser aplicável a qualquer inequação, envolvendo 
qualquer outro tipo de função, e por mais uma vez enfatizar a representação gráfica 
de funções. No caso das funções f(x)=ax2, por exemplo com a>0, depois dos alunos 
traçarem o seu gráfico, podem observar facilmente que para qualquer valor de 
xR\{0}, a imagem f(x) é positiva, e portanto ax2 > 0  x R\{0}.  
Também resolvi apresentar a resolução de equações quadráticas, f(x)=0, com 
f(x) escrita na forma, completamente geral, f(x)=a(x-h)2+k. Os alunos aprenderam a 
resolver equações quadráticas, no 9º ano, com a fórmula resolvente ou através da lei 
do anulamento do producto. A conversão da forma algébrica f(x)=ax2+bx+c na forma 
f(x)=a(x-h)2+k e posterior resolução da equação f(x)=0, é exactamente aquilo que é 
feito para obter a fórmula resolvente do segundo grau. A prática deste método para 
exemplos concretos, conduz os alunos a uma melhor compreensão desta fórmula. No 
caso em que h e k são ambos nulos, a equação f(x)=0, reduz-se a x2=0  x=0, 
obviamente.  
Seguem-se as funções quadráticas da forma f(x)=ax2+c ou f(x)=ax2+k, com 
k=c. Esta é a primeira vez que os alunos contactam com este tipo de funções. A 
minha estratégia inicial consiste novamente em pedir aos alunos para, nos 
respectivos lugares, traçarem gráficos deste tipo de funções, para alguns valores de a 
e k, com as calculadoras gráficas. Os alunos podem discutir os seus resultados com 
elementos do seu grupo e peço também aos alunos para escreverem um pequeno 
parágrafo, nos cadernos, com as suas observações, eventualmente complementado 
com esboços dos gráficos que obtiveram. Novamente, esta estratégia faz uso das 
potencialidades da calculadora gráfica e estabelece sistematicamente uma ponte entre 
a representação algébrica e a representação gráfica das funções a estudar.  
Segue-se uma discussão com os alunos dos resultados obtidos, que poderá ser 
suscitada pelas observações de uma aluna, ou um aluno, ou de todo um grupo. Essa 
aluna ou aluno poderão também ser chamados ao quadro para esboçarem os gráficos 
que obtiveram. É importante compreender o papel dos parâmetros “a” e k, no gráfico 
de f. Deverá ficar claro que o gráfico de f é uma translacção vertical, de k unidades 
(que podem ser negativas), do gráfico de f0(x)=ax2. Portanto o gráfico de f continua a 
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ser uma parábola, com eixo x=0, mas o vértice desta parábola é agora V=(0,k). O 
parâmetro “a” continua a determinar a abertura da parábola, tal como acontece para a 
função f0.  
Depois, resolverei um ou dois exemplos, no quadro, de inequações 
quadráticas, da forma f(x)=ax2+k > 0, ou f(x)=ax2+k ≥ 0. A minha resolução será 
gráfica. Portanto, parto do esboço do gráfico de  f  para resolver a inequação. E isso 
será enfatizado. Por exemplo, para a primeira inequação, com a>0 e k>0 é evidente 
que qualquer valor de x é admissível. Se a>0 mas k<0, então o esboço do gráfico 
torna claro que x terá que pertencer ao intervalo ]-∞, r1[   ]r2, +∞[, onde r1 e r2 são 
as duas raízes distintas de f. A obtenção destas raízes é bastante simples: f(x)=0  x2 
= -k/a, pelo que x = ± ak / . Portanto, a determinação das raízes não é feita por 
substituição dos parâmetros a, b=0 e c=k na fórmula resolvente, mas resolvendo 
algebricamente a equação a(x-h)2+k=0, quando a e k têm sinais contrários, ou k=0, 
para exemplos numéricos concretos.  
O meu plano prevê que as funções quadráticas da forma f0(x)=ax2 e 
f(x)=ax2+k, sejam estudadas e discutidas durante a primeira aula da unidade de 
ensino.  
 Para a segunda aula, do dia 29 de Fevereiro de 2012, o meu plano prevê o 
estudo e a discussão de funções quadráticas da forma f(x)=a(x-h)2 e da forma 
f(x)=a(x-h)2+k, que é a forma mais geral de uma função quadrática.  
 Começamos com a primeira forma. Tal como na aula anterior, a minha 
estratégia prevê que os alunos utilizem as calculadoras gráficas para obter o gráfico 
de f(x)=a(x-h)2, para diferentes valores de dos parâmetros “a” e h.  
 Segue-se uma discussão que será especialmente motivada pelas exposições 
dos resultados por um ou dois alunos, que serão convidados a deslocar-se até ao 
quadro, onde podem fazer alguns esboços. Deverá concluir-se que o gráfico das 
funções quadráticas atrás definidas têm um eixo de simetria que é x=h e um vértice 
V=(h,0). Estes gráficos obtêm-se dos gráficos de f0(x)=ax2, através de uma 
translacção, por h unidades (que podem ser negativas), segundo x.  E portanto são 
também parábolas. O parâmetro “a” desempenha o papel que desempenhava nas 
funções f0.   
 Tal como na aula anterior, darei um ou dois exemplos de inequações 
quadráticas, da forma f(x)=a(x-h)2 > 0, aos alunos para estes resolverem e para 
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depois serem discutidas. Estas inequações são muito semelhantes à inequações da 
forma f0(x)=ax2 > 0, e portanto não me parece que seja necessário discutir mais 
exemplos. Também discutirei um ou dois exemplos de equações da forma a(x-h)2=0. 
Evidentemente que se tem (x-h)2=0, pelo que x=h é a raíz única destas equações.  
 Seguem-se as funções quadráticas mais gerais: f(x)=a(x-h)2+k, com três 
parâmetros: a, h e k. Novamente, peço aos alunos para investigarem os gráficos 
destas funções, para diferentes combinações dos três parâmetros. Segue-se a habitual  
discussão dos resultados obtidos. O gráfico destas funções obtém-se do gráfico de 
g(x)=a(x-h)2, por intermédio de uma translacção vertical de h unidades (que podem 
ser negativas). Portanto este gráfico também é uma parábola, com eixo x=h e vértice 
V=(h,k). O parâmetro “a” tem o mesmo papel que tem em g e em f0(x)=ax2. Tal 
como na primeira aula, terei o “viewscreen” disponível para o caso de me parecer 
que pode ser útil para esclarecer uma ou outra característica dos gráficos de funções 
quadráticas com este recurso. No entanto optei por utilizar sobretudo o quadro, por 
poder assinalar com marcadores, de várias cores, informação importante, como por 
exemplo o eixo da parábola. 
 Discutirei a resolução de três ou quatro exemplos de inequações quadráticas 
da forma f(x)=a(x-h)2+k > 0. Ensinarei os alunos a resolverem estas inequações 
graficamente, isto é, com base no esboço do gráfico de f, que aprenderam a fazer 
anteriormente. Se “a” e k forem positivos, a solução destas inequações é que xR. 
Se “a” e k foram ambos negativos, não existe qualquer número real, x, que satisfaz a 
inequação. Se a>0 e k<0, então x   ]-∞, r1[  ]r2, +∞[, onde r1 é a menor raíz de 
f(x)=0 e r2 é a maior raíz desta equação. Ou seja, r1 = h - ak / e r2 = h + ak / . 
Os alunos podem, nos seus lugares, resolver a equação quadrática f(x)=0, como 
quiserem, mas eu, tal como tenho vindo a dizer, focarei a técnica que consiste em 
resolver a(x-h)2+k=0, algebricamente, para exemplos numéricos concretos, que é a 
técnica que conduz à fórmula resolvente, como é bem sabido. Mas o que é novo aqui, 
é a resolução de inequações quadráticas, e é esta resolução que é enfatizada, e não 
tanto a resolução de equações quadráticas.  O caso a<0 e k>0 resulta em x   ]r1, r2[, 
onde r1 e r2 se determinam da mesma maneira que no caso anterior. O caso k=0 é o 
caso de inequações da forma g(x)=a(x-h)2 > 0 que foi considerado na primeira parte 
da aula. Previ que a minha segunda aula terminaria com estas inequações. 
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 A exploração sucessiva das funções quadráticas da forma f(x)=ax2, 
f(x)=ax2+k, f(x)=a(x-h)2, e f(x)=a(x-h)2+k, no início da unidade de ensino sobre 
funções quadráticas, é também a abordagem do manual utilizado pelos alunos (Costa, 
2010), embora estes autores apresentem as funções f(x)=a(x-h)2 antes das funções 
f(x)=ax2+k. Nas minhas aulas, utilizei exactamente a notação utilizada no manual, 
que é aliás uma notação comum no ensino das funções quadráticas. Portanto o meu 
plano segue inicialmente de perto a abordagem do manual e os alunos podem 
facilmente recorrer a este recurso didáctico para reforçar a aprendizagem 
proporcionada pelas aulas. Esta abordagem tem a vantagem dos alunos poderem 
explorar gradualmente as funções quadráticas, com vários exemplos, até à 
exploração das funções quadráticas mais gerais, da forma f(x)=a(x-h)2+k.  
Contudo, o manual só aborda as inequações quadráticas depois desta 
exploração, enquanto que eu optei pelo ensino da resolução de inequações 
quadráticas, durante a exploração dos diferentes tipos de funções quadráticas. A 
minha abordagem tem a vantagem de proporcionar aos alunos o contacto com 
inequações quadráticas, desde o início da unidade de ensino.  
A forma canónica das funções quadráticas é a forma f(x)=ax2+bx+c, com 
a≠0, e b e c reais arbitrários. Qualquer função quadrática pode ser escrita nesta 
forma. Como os alunos aprenderam a traçar o gráfico de funções quadráticas na 
forma f(x)=a(x-h)2+k, é importante que aprendam a transformar a forma canónica 
nesta segunda forma. A transformação inversa é bastante mais simples e os alunos do 
10º ano estão familiarizados com a identidade algébrica (x-h)2=x2-2hx+h2, do 3º ciclo 
do ensino básico.  
 A primeira transformação que referimos no parágrafo anterior, pode ser feita 
da seguinte forma: Em primeiro lugar, consideremos que a=1. Nesse caso, 
f(x)=x2+bx+c=x2+2(b/2)x+c. Em seguida adicionamos e subtraímos (b/2)2 a f(x), 
para ficarmos com o quadrado perfeito (x+b/2)2  como parcela do segundo membro. 
Efectivamente, f(x)=x2+2(b/2)x+(b/2)2+c-(b/2)2=(x+b/2)2+c-(b/2)2. Assim, temos 
que f(x)=(x-h)2+k, com h=-b/2 e k=c-b2/4, tal como pretendiamos. Este raciocínio 
envolve portanto um truque, ou um artifício, que consiste na adição e subtracção de 
(b/2)2 a f(x). Além disso, envolve também a escrita do termo bx na forma 2(b/2)x, o 
que também é um tanto ou quanto artificioso. Quando a≠1, pode-se utilizar o 
raciocínio anterior, depois de colocarmos “a” em evidência. Isto é 
f(x)=ax2+bx+c=a[x2+(b/a)x+c/a] pelo que se pode aplicar o raciocínio exposto na 
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primeira parte deste parágrafo à expressão que se encontra dentro dos parênteses 
rectos. Esta é a abordagem do manual. Uma abordagem que me parece mais simples 
e mais natural consiste em partir da forma a que se pretende chegar: f(x)=a(x-h)2+k. 
Em seguida utiliza-se a expansão (x-h)2 = x2-2hx+h2 , que os alunos conhecem bem, 
tal como referi mais acima, para obter f(x)=ax2-2ahx+ah2+k. Agora temos apenas 
que identificar o termo -2ahx com o termo bx, e o termo ah2+k com c. Da primeira 
destas identificações vem que h=-b/2a. Substituindo este resultado na segunda 
identidade, vem que k=c-ah2=c-a(b2/4a2) = c-b2/4a. Inicialmente tinha pensado 
utilizar a primeira abordagem (que é a do manual) mas depois pareceu-me que a 
segunda era mais simples e menos artificiosa e portanto optei pela segunda, nas 
minhas aulas. Contudo, parece-me que a primeira abordagem também tem algum  
interesse, enquanto raciocínio algébrico. Se tivesse mais tempo para as aulas 
apresentaria as duas abordagens, mas dado o tempo de que dispus, optei pela segunda 
abordagem.  
 Planeei fazer alguns exemplos no quadro para os alunos e depois dar alguns 
exemplos para os alunos fazerem, nos respectivos grupos, e para depois discutirmos 
ao nível de toda a turma.  
 Também planeei dedicar algum tempo à discussão das possibilidades para os 
zeros de uma função quadrática. Em primeiro lugar, discutirei com os alunos, a partir 
da representação gráfica de funções quadráticas, o número de zeros que uma função 
quadrática pode ter. Depois, farei uma breve revisão da dedução da fórmula 
resolvente. Como ensinei a resolver a equação quadrática f(x)=a(x-h)2+k=0, com 
exemplos numéricos concretos, parece-me natural fazer esta revisão. Nomeadamente 
está prevista a definição do binómio discriminante Δ=b2-4ac e a constatação de que 
se Δ>0, a equação quadrática anterior tem duas raízes distintas; se Δ=0, a equação 
tem uma única raíz; e se Δ<0, a equação não tem raízes. Estes três resultados serão 
também interpretados graficamente.       
 Está previsto que a minha terceira aula termine neste ponto. Eventualmente 
pode também ser necessário completar alguma das ideias das primeiras duas aulas, 
durante a terceira aula.   
 Resolvi utilizar as restantes três aulas para a resolução de problemas 
envolvendo funções quadráticas. A resolução de problemas permite aos alunos rever, 
integrar e aplicar os conhecimentos obtidos nas três primeiras aulas sobre funções 
quadráticas. O enunciado dos problemas encontra-se em fichas (ver anexos) que 
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serão entregues individualmente. Previ que a resolução dos problemas se faça em 
grupo, isto é, os alunos de cada grupo podem discutir entre si. Apenas um problema é 
resolvido, de cada vez. Depois de dar algum tempo aos alunos para resolverem cada 
problema, este é discutido no âmbito de toda a turma, partindo das ideias e resultados 
de alguns alunos. Só depois desta discussão é que se avança para o problema 
seguinte.  
 Antes da resolução dos problemas farei algumas recomendações genéricas 
aos alunos, quanto à resolução de problemas: 1) É importante ler o enunciado de 
cada problema com atenção para se perceber bem o que é pedido e quais são os 
dados do problema. É mesmo conveniente lê-lo duas vezes e pode ser necessário 
relê-lo mais vezes. 2) Recorrer a figuras ou desenhos, quando pertinente, para 
representar a situação ou situações referidas no enunciado. 3) Traduzir o enunciado 
para a linguagem matemática – definição de funções, equações, inequações, etc. 4) 
Adoptar uma estratégia matemática, para resolver as questões matemáticas 
formuladas no passo anterior, e executar essa estratégia. 5) Avaliar de forma crítica 
os resultados obtidos à luz do enunciado. Rever e questionar o que foi feito nos 
passos anteriores, especialmente se os resultados não fizerem sentido.     
 Passo agora à escolha que fiz dos problemas para os alunos. Uma 
possibilidade que tive foi a de recorrer a problemas do manual (Costa, 2010).  
Devo dizer, antes de mais, que gosto bastante deste manual. Está bem 
organizado, com destaques para as ideias principais e para alguns apontamentos 
interessantes da história da matemática. Tem também um grafismo claro e apelativo, 
com muitas figuras, quadros, gráficos e fotografias. Encontrei muito poucas gralhas 
no texto. Um exemplo encontra-se na página 205 do segundo volume. O tema é aqui 
a estatística. O destaque dessa página sobre as propriedades do desvio padrão afirma 
que “quando se multiplicam todos os dados de um conjunto por um número real, k, o 
novo desvio padrão é igual a k a multiplicar pelo desvio padrão dos dados originais”. 
Ora, em rigor, o novo desvio padrão é igual |k| a multiplicar pelo desvio padrão 
original. Ou então a afirmação do livro tem que se restringir a k≥0. Mas este exemplo 
é excepcional e estou certo de que será corrigido em edições futuras. O manual tem 
muitos exercícios que podem ser utilizados durante as aulas, como trabalho para 
casa, ou de forma autónoma pelos alunos. Contém também as respectivas soluções, 
entre as quais não encontrei qualquer gralha. Contém ainda muitas outras tarefas que 
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requerem mais tempo, que são adequadas, interessantes e têm uma apresentação 
atraente. Nomeadamente  muitos problemas com as respectivas soluções.    
 Os problemas sobre funções quadráticas, do manual, encontram-se nas tarefas 
9 e 11, das páginas 54 e 58, do segundo volume. Como tenho dito ao longo deste 
relatório, optei por apresentar aos alunos problemas realistas. Esta opção está de 
acordo com as recomendações do programa e proporciona aos alunos exemplos de 
aplicações práticas da matemática. Como já referi anteriormente, a matemática é 
bonita e interessante em si mesma, mas é também muito útil, e penso que essa 
utilidade deve ser enfatizada e demonstrada junto dos alunos. Ora não achei os 
problemas do manual suficientemente realistas.  
Por exemplo, o problema 1 da página 54 do segundo volume é sobre o 
movimento vertical de um balão. Não nos é dito de que tipo de balão se trata mas 
como o balão é lançado de um prédio, de uma altura de 90m, é provavelmente um 
balão para crianças brincarem. Afirma-se que a altura do balão é dada pela função 
quadrática A(t)= -7,5t2 + 30t + 90 m. Ora, na ausência de quaisquer brisas e da 
resistência do ar, é verdade que a altura do balão é uma função quadrática do tempo, 
mas não é muito realista ignorar estas duas influências sobre o balão. Além disto, a 
análise do movimento de um balão para crianças brincarem não é muito comum nem 
muito útil como matemática aplicada. Não há mais problemas deste género no 
manual. As aplicações mais frequentes de que me lembrei, que envolvem a análise 
matemática do movimento de objectos lançados junto à superfície da Terra, são a 
projécteis disparados por armas, ou a movimentos que resultam da prática de 
desportos. A aplicação a projécteis é muito comum e historicamente tem havido 
colaboração entre militares e gente com formação matemática, como cientistas e 
engenheiros, desde o tempo de Galileu. De facto, o próprio Galileu utilizou a sua 
teoria matemática do movimento (junto à superfície da Terra) para responder a uma 
questão famosa, colocada pelos militares de Veneza: “Qual é a inclinação óptima de 
um canhão para que o seu projéctil tenha um alcance máximo ?” Apesar de tudo isto, 
parece-me mais recomendável mostrar aos alunos aplicações que sejam pacíficas. 
Portanto o primeiro problema deste género, que escolhi para os alunos, foi um 
problema, elaborado por mim, sobre o movimento de uma bola. Este problema foi o 
segundo que os alunos resolveram e encontra-se na primeira ficha que elaborei (ver 
anexo). O problema trata um movimento muito simples, de uma bola, mas sugere 
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cenários mais variados, relacionados com a prática de desportos (especialmente de 
desportos com bola).          
 Outro género de problemas que envolvem funções quadráticas são problemas 
geométricos. No caso das funções quadráticas, o mais natural é que estes problemas 
envolvam áreas. No manual há três problemas deste género. Mais uma vez não achei 
estes problemas suficientemente realistas. Por exemplo, no problema 1, da página 58, 
do segundo volume, há uma vedação com 40m para colocar junto à traseira de uma 
casa, demarcando um jardim. Depois diz-se que a largura do rectângulo, formado 
pela vedação e a traseira da casa, é de x metros (que é variável). Portanto o 
comprimento do rectângulo é 40-2x metros e este é também o comprimento da 
traseira da casa. Ora na prática, o projecto de uma casa prevê um comprimento fixo, 
ou pouco variável, para cada um dos seus lados. Reconheço que se pede na segunda 
alínea o valor de x que maximiza a área, e este valor é de 10m, e portanto a traseira 
da casa teria um comprimento de 20m mas também se pede, na quinta alínea os 
valores de x para os quais a área é inferior a a 140 m2, e este conjunto solução  a 
possibilidade da traseira da casa ter um comprimento muito reduzido, que pode 
inclusivamente ser de zero metros.  
 O enunciado anterior pode ser modificado de maneira a ser mais realista mas 
eu optei por um problema geométrico, com um enunciado diferente, para os alunos, 
que é um enunciado clássico, embora tenha sido redigido por mim, sobre uma 
vedação rectangular, com perímetro fixo, para conter o cão de uma rapariga. Peço as 
dimensões do rectângulo que maximizam a área vedada e o valor dessa área. Este foi 
o primeiro problema que propus aos alunos e encontra-se portanto na primeira ficha 
(ver anexo 2). 
Os problemas geométricos também são interessantes porque os alunos têm os 
conhecimentos necessários para conseguir determinar, por si próprios, as funções 
quadráticas relevantes (normalmente áreas). Esta determinação envolve uma certa 
dose de pensamento algébrico. É o que sucede com o problema da vedação 
rectangular que propus aos alunos.  
 Um problema engraçado do manual é o problema 2, da página 58, do seu 
segundo volume. Este problema é sobre uma corda que se encontra presa em dois 
pontos do espaço com abcissas diferentes: (x1,y1) e (x2,y2). De acordo com o 
enunciado, a corda descreve um arco de parábola (que é o gráfico de uma certa 
função quadrática). Ora é sabido que uma corda, nestas circunstâncias, descreve em 
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rigor uma catenária, isto é uma curva de equação y(x) = d cosh((x-x0)/d) + y0  (onde 
cosh(z) designa o coseno hiperbólico de z). Esta curva é governada por três 
parâmetros com as unidades de um comprimento: d, x0 e y0. O ponto (x0, y0) é 
claramente o vértice da catenária, ou seja, y0 é a altura mínima a que a corda se 
encontra do chão. O parâmetro d determina a curvatura da corda. Os três parâmetros 
podem ser obtidos a partir das coordenadas das extremidades da corda – duas 
equações – e a partir do comprimento, L, geralmente conhecido, da corda – que 
permite escrever a terceira equação, L = d senh((x2-x0)/d) – d senh((x1-x0)/d). Em 
geral estas equações têm que ser resolvidas numericamente. No caso em que |x1-x0| 
<< d  e  |x2-x0| << d, a catenária pode ser bem aproximada por uma parábola de 
equação y(x) = (x-x0)2 /2d  +  y0. No caso do enunciado do livro, esta aproximação é 
boa para a porção de corda à esquerda do mínimo, mas é um pouco imprecisa para a 
porção de corda à direita. Decidi fazer os cálculos exactos para comparar e constatei 
que a curva correcta fica de facto ligeiramente abaixo da parábola do manual, do lado 
direito do seu ponto mais baixo (note-se que a curva correcta minimiza o centro de 
gravidade da corda, ou a sua energia potencial gravítica, o que é equivalente) e as 
coordenadas deste ponto são também um pouco diferentes das do enunciado. Penso 
que o problema do livro não deixa de ser engraçado, mas parece-me que os autores 
poderiam ter adicionado uma nota a explicar que a curva exacta, descrita por uma 
corda nestas circunstâncias, é um tipo de curva a que se chama catenária, e que a 
parábola do seu enunciado é uma aproximação razoável a esta curva.  
 Eu optei por evitar esta questão e portanto elaborei um enunciado novo, cujo 
tema é a curva descrita pelos cabos de uma ponte de suspensão. Ou seja, é um tema 
semelhante ao do manual mas é fácil mostrar que a curva descrita pelos cabos de 
uma ponte de suspensão é rigorosamente uma parábola, de equação                       
y(x) = (x-x0)2/2d + y0. Este novo enunciado, é o enunciado do terceiro problema que 
dei aos alunos, e encontra-se na minha segunda ficha (ver anexo 3). Para além do 
tema, parece-me interessante porque os alunos têm que determinar a forma algébrica 
de uma função quadrática a partir do seu gráfico – mais concretamente a partir de 
três pontos deste gráfico.  
 Não resisto a dizer que, no caso da ponte de suspensão, se tem d=Tx/w, onde 
Tx é a componente horizontal da tensão no cabo e w é o peso por unidade de 
comprimento do tabuleiro que o cabo suporta. Este peso é geralmente conhecido e 
portanto a equação anterior permite determinar a tensão no cabo – a componente 
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vertical da tensão é Ty = y´(x) Tx  porque o vector (Tx, Ty) tem que ser tangente ao 
cabo. No caso da corda (ou cabo) suspensa o parâmetro d vale d=Tx/ρg, onde ρ é a 
massa por unidade de comprimento da corda e g=9,8 ms-2. Portanto, cordas com o 
mesmo comprimento mas com massas diferentes, com as suas extremidades presas 
nos mesmos pontos, descrevem exactamente a mesma curva. A diferença entre os 
dois casos é que a tensão é maior na corda mais pesada. Evidentemente que estas 
considerações vão para além da unidade de ensino sobre funções quadráticas.    
 O tema do meu quarto problema, que se encontra na segunda ficha que dei 
aos alunos (anexo 3), é o tema das pressões elevadíssimas que se verificam no 
interior de planetas, como a nossa Terra. Este tema não aparece em nenhum 
enunciado do manual. É um tema que acho interessante e que acho que pode 
interessar os alunos. O enunciado do problema é também da minha autoria. Num 
planeta (esférico) com densidade constante, ρ (aqui ρ designa a massa por unidade de 
volume do planeta e não uma massa por unidade de comprimento, como sucede com 
as cordas e os cabos), e raio R, a pressão no seu interior é dada por P(r)=P0(1-r2/R2), 
onde P0 é a pressão no centro do planeta, e vale P0=ρgR/2. Aqui, g é a aceleração da 
gravidade na superfície do planeta. No caso da Terra, g=9,8 ms-2. O valor de g 
também se pode calcular facilmente a partir de ρ e R: g=4πGρR/3, onde G é a 
constante gravitacional de Newton. As pressões elevadíssimas no interior dos 
planetas, desde que R seja grande (maior que 400 km para planetas rochosos) faz 
com que as rochas, minerais, e eventualmente o magma do seu interior, sejam 
esmagadas e se deformem, o que resulta num planeta aproximadamente esférico. A 
pressão no interior de asteróides mais pequenos não é tão grande e portanto estes 
asteróides têm formas mais irregulares (são autênticas batatas rochosas). É de notar 
que a função quadrática anterior para a pressão só é rigorosa para densidades 
constantes. Para calcular a pressão real, no interior dum planeta como a Terra, é 
preciso ter em conta a estrutura em camadas do interior da Terra. Estas camadas têm 
densidades diferentes, e em rigor a densidade no interior de cada camada também 
pode variar um pouco. Portanto a função quadrática, P(r), que apresentei mais acima, 
resulta de um modelo simplificado para a Terra, mas que dá uma boa ideia da 
enormidade das pressões no seu interior, que a tornam esférica. Por este motivo e 
porque um modelo mais rigoroso seria demasiado complicado, resolvi incluir o 
problema na segunda ficha.  
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 Para além dos quatro problemas atrás referidos, tive que preparar mais 
problemas para o caso de serem necessários nas aulas. E também para o questionário 
e para as entrevistas.  
Preparei mais alguns problemas sobre cinemática, envolvendo uma 
aceleração constante (para obter funções quadráticas). Um destes problemas, que 
utilizei nas entrevistas (ver anexo 6), é sobre a trajectória de um projéctil, lançado 
sobre o mar. É bem sabido que esta trajectória é parabólica, devido à aceleração 
gravitacional constante, dirigida para baixo, do projéctil. Portanto, acabei por ceder a 
um tema militar, apenas para as entrevistas, mas procurei que o enunciado fosse o 
menos belicoso possível.  
 Para o questionário, elaborei um segundo problema geométrico. Como já 
referi, a vantagem deste género de problemas, é que os alunos possuem os 
conhecimentos necessários para determinar as funções quadráticas relevantes. O 
problema que elaborei envolve dois quadrados separados um do outro, e o objectivo 
é minimizar a sua área, em vez de maximizar a sua área (anexo 5). É possível 
conceber muitas variantes interessantes deste problema.  
 Ainda para as entrevistas, elaborei um problema sobre as finanças de uma 
empresa (anexo 6). Hesitei um pouco porque este problema trata da maximização do 
lucro da empresa, com a venda de um produto, e portanto envolve uma certa avidez 
humana. No entanto, este é um objectivo comum na prática de diversos agentes 
económicos, frequentemente retratado em economia, finanças e na teoria de jogos. 
Em segundo lugar, é interessante que a maximização do lucro resulta num preço de 
venda que não pode ser muito elevado. Em terceiro lugar, o conceito de lucro é 
suficientemente bem conhecido pelos alunos para que estes sejam capazes de 
determinar o lucro como função do preço de venda (que é uma função quadrática 
neste problema). E como queria observar a determinação de uma função quadrática, 
por parte dos alunos, em pormenor, nas entrevistas, e já tinha feito dois problemas 
geométricos anteriormente (nas aulas e no questionário) optei por este enunciado. 
 Elaborei ainda um problema que trata da rotação de um líquido (anexo 4). É 
bem sabido que se esta rotação ocorrer com velocidade angular constante, a 
superfície do líquido é um parabolóide e portanto uma secção desta superfície é uma 
parábola. O entendimento da rotação de líquidos é importante na operação de 
centrifugadoras. Há também uma aplicação interessante, do efeito que acabei de 
descrever, ao fabrico dos espelhos de telescópios. Com efeito, uma técnica utilizada 
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pelos fabricantes consiste em rodar vidro liquefeito (a temperaturas elevadas) com 
uma velocidade angular que resulta no parabolóide pretendido para a superfície do 
espelho. Depois é necessário arrefecer lentamente o vidro (ainda durante a rotação) 
até que este solidifique.  
 Como se pode constatar, há múltiplas e interessantes aplicações práticas de 
funções quadráticas, que utilzei como temas dos meus problemas. Normalmente os 
objectivos matemáticos dos problemas são a determinação do vértice de uma 
parábola (que é o gráfico de uma função quadrática) ou a determinação dos zeros de 
uma função quadrática, ou a resolução de uma inequação quadrática. Por vezes a 
função quadrática tem que ser dada, porque os alunos não têm os conhecimentos 
necessários para a determinarem. Noutros casos, o enunciado envolve também a 
determinação da função relevante. 
É também de notar que problemas realistas (como os que apresentei) 
envolvem quase sempre números realistas, que não são simplesmente os números 
naturais de 1 a 9, que se encontram muitas vezes em enunciados de manuais de 
matemática escolar. Parece-me que também é interessante que os alunos se habituem 
a esta faceta da realidade.          
 
3.5 Aulas leccionadas 
 
Leccionei sete aulas sobre funções quadráticas, entre os dias 27 de Fevereiro, 
do corrente ano de 2012, e o dia 12 de Março, do mesmo ano. Acabei por utilizar 
esta última aula para os alunos responderem por escrito ao questionário que preparei, 
e que se encontra no anexo 5.   
Cheguei sempre cerca de quinze minutos mais cedo do que a hora prevista 
para o início das aulas, para preparar os quatro marcadores coloridos diferentes que 
utilizei (azul, preto, encarnado e verde), para apagar o quadro, no caso de ser 
necessário, para preparar o meu caderno de apontamentos, para preparar a 
calculadora gráfica e para preparar o “viewscreen”. Só nas aulas de quinta-feira, que 
tiveram início às 11h45, logo a seguir às aulas de Matemática de outra turma, é que 
esta preparação teve que ser feita mais rapidamente, enquanto os alunos da 10º-1 (a 
minha turma) iam entrando na sala (as restantes aulas começaram no início do dia, às 
8h15). Leccionei duas aulas numa quinta-feira: a do dia 1 de Março e a do dia 8 de 
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Março. Todas as aulas tiveram lugar na sala um da escola secundária com 2º e 3º 
ciclos, D. João V, na Damaia.  
Senti-me sempre bastante à vontade no início das aulas, porque já tinha 
leccionado por três vezes, no primeiro período de 2011-2012, a esta turma, porque 
gosto da turma, porque gosto muito de Matemática, e em particular da unidade de 
ensino sobre funções quadráticas, porque me sinto perfeitamente confortável com 
esta unidade de ensino e me sentia satisfeito com a preparação que tinha feito, e, 
finalmente, porque gosto muito de ensinar.  
A primeira aula, do dia 27 de Fevereiro, decorreu muito aproximadamente de 
acordo com o que tinha planeado. Comecei por fazer um breve sumário de ideias 
sobre funções que os alunos tinham estudado desde o início do segundo período. 
Revi o conceito de função com o exemplo da posição de um automóvel, sobre uma 
estrada, que é uma função do tempo. E revi também a família das funções afim, e os 
respectivos gráficos, distinguindo os casos em que o declive é positivo, negativo ou 
nulo. Anunciei então que iriamos estudar a família das funções quadráticas, da forma 
f(x)=ax2+bx+c, com a≠0. Discuti ainda brevemente com os alunos porque é que a≠0.  
Disse então que iriamos estudar as funções quadráticas mais simples, com 
b=c=0. Seguiu-se a actividade exploratória que tinha planeado para os alunos: a 
utilização da calculadora gráfica para traçar os gráficos de f(x)=ax2. Depois veio a 
discussão, que também tinha planeado sobre as propriedades destas funções. Esta 
discussão baseou-se em grande parte nas observações relatadas pela Vera, que veio 
ao quadro. Utilizámos também os marcadores de várias cores. Como já referi, fiz esta 
opção em detrimento do “viewscreen” porque é possível assinalar de forma clara 
(com os marcadores coloridos) o eixo de simetria dos gráficos de funções quadráticas 
e também alguns pontos destes gráficos, como o vétice. Discutimos também o efeito 
que o sinal de “a” tem sobre o gráfico de f, e discutimos o domínio e o 
contradomínio das funções f. Chamei ainda o Duarte ao quadro para discutirmos 
mais exemplos. É ainda de referir que os alunos se lembravam, do que tinham 
estudado no 9º ano, que o gráfico das funções f é uma curva chamada parábola. 
 Observei nestas discussões que para os alunos era importante assinalar os 
quadrantes do plano, através dos quais o gráfico de uma função passa. Possivelmente 
porque isso foi feito frequentemente no capítulo de geometria analítica, do primeiro 
período, para diversos conjuntos de pontos.  
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 Falei então aos alunos de algumas aplicações práticas das parábolas, tal como 
tinha planeado. Falei da propriedade focal das parábolas e assinalei o foco das 
parábolas de equação f(x)=ax2. Também expliquei o que é a directriz de uma 
parábola e que a distância entre um ponto qualquer do gráfico de f e esta directriz é 
igual à distância entre o mesmo ponto e o foco. Demonstrei esta afirmação com um 
cálculo concreto. Esta fase da aula suscitou algumas dúvidas e questões muito 
naturais, da parte dos alunos. Por exemplo a Vera teve dúvidas quanto à propriedade 
focal da parábola e a Joana quis saber se os microscópios também funcionavam com 
espelhos parabólicos (como os telescópios reflectores). Penso que esta última 
pergunta revela algum interesse dos alunos pelas aplicações práticas da matemática.   
 Discuti também que o gráfico de f(x)=ax2, com a>0, rodado de um ângulo 
diferente de 0º ou 180º, resulta ainda numa parábola, mas que já não é o gráfico de 
uma função. Dei o exemplo simples de uma rotação de 90º. Os alunos perceberam 
perfeitamente que, na curva deste exemplo, a cada valor de x>0, correspondem duas 
imagens.  
 Discutimos depois as inequações envolvendo f(x)=ax2 , e pareceu-me que os 
alunos as compreenderam bem.  
 Passámos então às funções f(x)=ax2+k. Voltei a pedir aos alunos para 
explorarem os gráficos destas funções, com as calculadoras gráficas, para diferentes 
valores dos parâmetros “a” e k, nomeadamente para as quatro combinações dos 
sinais desses parâmeteros. Pedi também que escrevessem um pequeno parágrafo com 
as observações feitas.  
 Seguiu-se a discussão, alargada a toda a turma, mas motivada em especial 
pelos resultados de uma aluna, a Carolina, que foi ao quadro. A Carolina esboçou 
quatro gráficos, obtidos para quatro combinações diferentes dos sinais dos 
parâmetros. Identificou estes gráficos como parábolas e também as coordenadas do 
vértice: V=(0,k).  
 Ainda houve tempo para discutir com os alunos a resolução de uma 
inequação quadrática: 3x2+2 > 0.  
 Antes da aula terminar pedi os apontamentos escritos de todos os alunos, que 
levei para fotocopiar. Repeti este procedimento em todas as seis aulas seguintes.       
 A descrição anterior mostra que esta primeira aula decorreu aproximadamente 
da forma planeada. Diria apenas que não tive tempo suficiente para terminar a 
resolução de inequações da forma ax2+k > 0, ou ax2+k ≥ 0. Os alunos empenharam-
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se com entusiasmo nas tarefas de exploração dos gráficos de funções quadráticas, e 
participaram com interesse nas discussões, e na fase mais expositiva da aula, sobre as 
propriedades das funções quadráticas simples, f(x)=ax2, e as aplicações das 
parábolas.   
 A figura 1, mostra os apontamentos da Joana, aluna da turma 10º-1, com base 
na exploração que esta aluna fez, das funções quadráticas da forma f(x)=ax2+k. Esta 
aluna utilizou a notação f(x)=ax2+c, ou seja c=k, que eu também apresentei, visto que 
esta é a forma que resulta da forma canónica das funções quadráticas f(x)=ax2+bx+c, 
com b=0. A Joana esboçou quatro gráficos, com a = ±1 e c = k = ± 3, assinalando os  
 
 
Figura 1 – Exploração de funções qudráticas da forma f(x)=ax2+k, na primeira 
aula da unidade de ensino, pela Joana.  
  
respectivos vértices. Observou ainda que, genericamente, o vértice destas funções é 
V=(0,c). Contudo, mais abaixo escreveu que “c=vértice do ponto”, o que denota 
alguma confusão entre a ordenada do vértice, que é c=k, e o vértice em si, que é o 
ponto V=(0, c=k), do gráfico de f. Finalmente, a aluna ainda escreveu que, para         
a > 0  “a curva” está voltada para cima.  
 A minha segunda aula teve lugar no dia 29 de Fevereiro. Comecei por 
devolver os apontamentos escritos dos alunos.  
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 Lembrei então, no quadro, que tinhamos visto que qualquer x, real, satisfaz a 
inequação 3x2+2 > 0, com base no gráfico de f(x)=3x2+2. Nesta altura resolvi 
introduzir o símbolo de equivalência e escrevi que 3x2+2 > 0  x   R. Disse que 
este símbolo é utilizado para assinalar que duas proposições matemáticas, ou 
afirmações matemáticas, são equivalentes. Dei mais alguns exemplos da utilização 
do simbolo e depois prossegui com as inequações quadráticas.  
 Propus a inequação g(x)=2x2-5 > 0. Esbocei o gráfico de g no quadro e 
perguntei: “que valores de x satisfazem a desigualdade anterior ?” A Andreia, que 
intervém frequentemente de forma apropriada e correcta, respondeu que x teria que ir 
de -∞ até ao primeiro zero de g, e do segundo zero de g até +∞. Validei a resposta da 
Andreia. Faltava determinar os zeros de g. O Duarte sugeriu que se utilzasse o caso 
notável da diferença de quadrados. Eu disse que se poderia utilizar esse método mas 
que era mais simples utilizar apenas que x2=5/2 pelo que x=± 2/5 . Ou seja, 
introduzi o método geral para a resolução de equações quadráticas que tinha 
planeado para as aulas.  
 A seguir propus aos alunos que resolvessem de forma autónoma a inequação 
h(x)=-3x2+7 ≥ 0. Durante este trabalho autónomo, percorri a sala, para ir observando 
o trabalho dos alunos. A certa altura, a doutora Paula Teixeira, que se tinha sentado 
junto dum grupo, chamou-me à atenção para o raciocínio da Vera. Esta aluna tinha 
raciocinado de forma puramente algébrica, isto é, escreveu que -3x2 ≥ -7 e x2 ≤ 7/3, o 
que está correcto, mas depois tinha concluído que “x ≤ ± 3/7 ”, o que já não está 
correcto. Expliquei isso à aluna. Depois, como constatei que havia outros alunos com 
este tipo de raciocínio, disse em voz alta aos alunos que deviam resolver a inequação 
quadrática a partir da observação do gráfico da função h. Pouco depois, passei à 
discussão do exercício. Tracei o gráfico de h e observei que h(x)≥0, quando x   
[ ,3/7  + 3/7 ]. Tentei depois explicar porque é que o raciocínio da Vera era 
incorrecto. Primeiro expliquei que não fazia sentido dizer que “x ≤ ± 3/7 ” . 
Depois considerei a hipótese x ≤ + 3/7  e mostrei que não fazia sentido, 
graficamente. Insisti também com eles em como a resolução de inequações 
quadráticas devia ser sempre feita graficamente, e que tinha sido essa a forma de 
resolução que eu tinha ensinado.  
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Figura 2 – Resolução da inequação h(x)=-3x2+7 ≥ 0, pelo Miguel.  
  
A figura 2, acima, ilustra este erro, nos apontamentos de um aluno, o Miguel. 
Neste exemplo, o aluno chega correctamente a –x2 ≥ -7/3. A seguir dá a ideia de que 
estabelece mentalmente que x2 ≥ 7/3, o que não está correcto, e que o Miguel 
aprendeu que não estava correcto, no 3º ciclo, embora com exemplos envolvendo 
termos em x e não em x2. Prossegue então com o raciocínio que expus anteriormente, 
isto é conclui que “x ≥ ± 3/7 ”. Na última linha, o Miguel transcreveu a minha 
resolução, isto é, “h(x) ≥ 0  x [- 3/7 ; + 3/7 ]”. Portanto há aqui uma 
diferença relativamente à Vera e a outros alunos na medida em que o Miguel não 
chega à equação x2 ≤ 7/3, que está correcta, mas a x2 ≥ 7/3. No entanto, a seguir 
utiliza o raciocínio errado, que outros colegas também utilizaram, e que quero 
salientar.  
O erro da Vera na resolução de uma inequação quadrática parece-me 
interessante. O que se passa, é que os alunos estão habituados a resolver inequações 
com funções afim de forma puramente algébrica. Têm portanto tendência para 
resolver também as inequações quadráticas dessa forma. Além disto, quando 
chegam, correctamente, à inequação x2 ≤ 7/3, querem efectuar uma mesma operação 
a ambos membros, para isolar a incógnita. Portanto aplicam a operação raíz quadrada 
a ambos os membros da inequação. E fazem-no como aprenderam a fazer para 
equações quadráticas, como por exemplo x2=7/3. Ora, aqui é necessário uma certa 
cautela. O que é rigoroso, é que é possível aplicar uma função f1, estritamente 
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crescente, no domínio em que se encontram os números x2 e 7/3, a ambos os 
membros da inequação, para obter f1(x2) ≤ f1(7/3). É o que sucede com a função 
f1(x)= x , que é estritamente crescente em R0+. Se utilizarmos esta função como 
acabei de descrever, obtém-se |x| ≤ 3/7 , o que está perfeitamente correcto. Mas 
não se consegue isolar perfeitamente a variável. Isso não é possível. Note-se também, 
que é possível aplicar uma função, f2, estritamente decrescente em R0+, a ambos os 
membros da desigualdade x2 ≤ 7/3, para obter f2(x2) ≥ f2(7/3). Por exemplo se f2(x)= 
- x , obtém-se -|x| ≥- 3/7 , o que é uma desigualdade correcta, mas que envolve 
novamente a função módulo e não uma função afim. Portanto, a resolução algébrica 
de inequações não lineares, requer este raciocínio, que os alunos ainda não 
aprenderam, e que não é habitual ensinar-se ao nível do ensino secundário. Eu não 
apresentei esta explicação, mais algébrica, aos alunos, nas minhas aulas. 
Nomeadamente porque os alunos ainda não tinham aprendido a função módulo, ou a 
função raíz quadrada. Estou apenas a comentar a dificuldade dos alunos na minha 
perspectiva matemática, necessariamente mais evoluída.  
A minha opção foi ensinar aos alunos a resolução gráfica das inequações 
quadráticas. Já expliquei esta opção quando discuti o planeamento da unidade de 
ensino. Portanto foi necessário que os alunos efectuassem uma transição na forma de 
pensar e resolver inequações. Nisto residiu a dificuldade dos alunos. Creio que uma 
forma de suavizar esta transição, tal como também já referi, é ensinar o método 
gráfico para a resolução de inequações lineares, mas eu não tive tempo para fazer 
isso durante as minhas sete aulas, obviamente.       
 Voltemos à aula. Depois de discutir com os alunos a inequação que referi, 
passei às funções quadráticas da forma f(x)=a(x-h)2. Primeiro mostrei que estas 
funções também podem ser escritas como f(x)=ax2+bx+c, desenvolvendo o quadrado 
(x-h)2. Depois disse aos alunos para explorarem, com as calculadoras gráficas, os 
gráficos destas funções, para diferentes valores dos parâmteros “a” e h.  
 Dei, como habitualmente, algum tempo aos alunos, após o qual, chamei a 
Rita ao quadro. Ela esboçou correctamente o gráfico de f(x)=4(x-10)2, mas quando 
lhe pedi as coordenadas do vértice ela trocou-as, dizendo que “V=(0,10)”. Esta 
questão foi corrigida e identificámos o eixo da parábola como sendo x=10. A Rita 
sentou-se. Discuti então com os alunos que o gráfico de f(x)=a(x-h)2, tem como eixo 
a recta vertical x=h, e portanto é a translacção horizontal, por h unidades (positivas 
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ou negativas), da parábola de equação y=ax2. Em particular, observámos também que 
f(x)=a(x+h)2 , com h positivo, tem vértice V=(-h,0) e eixo x=-h, e portanto o seu 
gráfico obtém-se do gráfico de y=ax2, mediante uma translacção horizontal, de –h 
unidades.  
 Ainda houve tempo para discutir uma equação quadrática da forma a(x-h)2=0, 
que resolvi como expliquei no planeamento. 
 Finalmente, terminei a aula com uma introdução às funções quadráticas da 
forma f(x)=a(x-h)2+k. Mostrei que esta forma se reduz à forma canónica, com        
b=-2ah e c=ah2+k. A exploração, por parte dos alunos, dos gráficos destas funções 
teve que ficar para a terceira aula.  
 Em suma, a segunda aula decorreu aproximadamente da forma planeada. 
Surgiu a dificuldade que referi, com a resolução de inequações, que a atrasou um 
pouco.  
 A minha terceira aula teve lugar no dia 1 de Março. No início da aula retomei 
a dificuldade com a inequação -3x2+7 ≥ 0. No entanto optei por apresentar um 
exemplo numericamente mais simples: -x2+4  ≥ 0. Resolvi-o graficamente no quadro 
mas também utilizei um raciocínio alternativo: Escrevi x2 ≤ 4 e discuti com os alunos 
possibilidades numéricas para x. Comecei com exemplos em que  x > 2. Os alunos 
perceberam que estes valores de x não satisfazem a inequação anterior. A seguir 
considerámos as possibilidades: x=2, x=1,5, x=1, x=0, x=-1 e x=-1,5. Os alunos 
compreenderam que todas estes valores de x satisfazem a inequação. Considerámos 
então x=-2 e os alunos compreenderam que este valor de x também é válido. Quando 
diminuí x, a partir de -2, os alunos compreenderam que já não tinha soluções da 
inequação. Acho que os alunos compreenderam melhor porque é x[-2,2], e que não 
faz sentido dizer que “x ≤ ± 2”.  
 Na fase seguinte da aula, os alunos exploraram as funções quadráticas da 
forma f(x)=a(x-h)2+k, para diferentes valores dos parâmteros “a”, h e k. Alguns 
alunos perceberam muito rapidamente que o vértice do gráfico destas funções é 
V=(h,k). Passei à discussão dos resultados. Os alunos compreenderam perfeitamente 
como é que o sinal de “a” determina o sentido da concavidade do gráfico de f. E isso 
foi enfatizado. Compreenderam também que o gráfico de f é uma translacção vertical 
do gráfico de y=a(x-h)2, de k unidades (positivas ou negativas). Finalmente 
compreenderam que o eixo destas parábolas é x=h e que o vértice é V=(h,k). 
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 Resolvi também utilizar o “viewscreen” para mostrar, com a calculadora 
gráfica, que o gráfico de f(x)=2(x-3)2+4 não passa apenas no primeiro quadrante. A 
doutora Paula Teixeira tinha-me chamado à atenção para o facto de alguns alunos 
terem esta ideia incorrecta. Alguns alunos disseram-me, a propósito, que o gráfico de 
f(x)=-x2+4 passa pelos quatro quadrantes. Confirmei essa ideia.  
 A seguir discutimos inequações do tipo f(x)=a(x-h)2+k>0, ou                  
f(x)=a(x-h)2+k ≥ 0. Fiz alguns exemplos no quadro e dei também alguns exemplos 
para os alunos fazerem de forma autónoma. A ideia de que é necessário recorrer à 
representação gráfica de f foi enfatizada. Um destes exemplos foi             
f(x)=3(x+1)2 – 5 > 0. Alguns alunos chegaram correctamente à conclusão de que x 
teria que pertencer ao intervalo ]-∞, z1[ U ]z2, +∞[ , e determinaram os valores dos 
zeros. Houve um ou outro caso de um aluno (por exemplo a Joana) que escreveu 
erradamente que x teria que pertencer a ]z1, z2[. Também houve alunos, como por 
exemplo o Daniel, que se enganaram a determinar os valores de z1 e z2 , ou seja a 
resolver a equação quadrática f(x)=0.  
 Faltava pouco tempo para a aula terminar. Comecei então a ensinar os alunos 
a transformar a forma algébrica canónica, f(x)=ax2+bx+c, na forma f(x)=a(x-h)2+k, 
que permite determinar as coordenadas do vértice. Utilizei a técnica que descrevi no 
planeamento, por me parecer mais simples. Fiz alguns exemplos com os alunos mas 
a aula acabou e tive que retomar este tópico na minha quarta aula.  
 A figura 3 mostra a resolução de uma inequação por uma aluna da 10º-1. É 
visível que a aluna utiliza a representação gráfica da função quadrática, h, tal como 
ensinei. A aluna calcula também os zeros da forma que ensinei, sem recorrer à 
fórmula resolvente, e determina correctamente o conjunto solução da inequação.  
 Não me foi possível começar a resolução de problemas na terceira aula, como 
tinha planeado. Isto porque me pareceu importante gastar algum tempo com a 
inequação da segunda aula, e me pareceu importante que os alunos praticassem a 
resolução de inequações qudráticas genéricas, da forma a(x-h)2+k > 0 (ou ≥ 0). 
Depois, foi necessário ensinar a transformação da forma algébrica canónica de uma 
função quadrática na forma que contém as coordenadas do vértice.    
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Figura 3 – Resolução da inequação h(x)=3(x+1)2-5 > 0, pela Natália.  
 
A minha quarta aula teve lugar na segunda-feira, dia 5 de Março. O início da 
aula foi uma continuação da aula anterior, isto é, discuti com os alunos a 
transformação da forma canónica de uma função quadrática, f(x)=ax2+bx+c, com 
a≠0, na forma f(x)=a(x-h)2+k, que permite a leitura das coordenadas do vértice. Fiz 
alguns exemplos no quadro, com os alunos e dei também alguns exercícios para os 
alunos fazerem, de forma autónoma.   
 Depois discuti com os alunos o número de zeros que uma função quadrática 
pode ter. Disse-lhes também que o gráfico de uma função polinomial de grau 
superior a 2 nunca é uma parábola, apesar de por vezes parecer. É o caso da função 
g(x)=x4. O seu gráfico assemelha-se a uma parábola com vértice V=(0,0). Dei este 
exemplo aos alunos e expliquei que esta função, g, não tem a propriedade focal das 
parábolas.  
 Passei então à resolução de problemas. Fiz uma pequena introdução, na qual 
expliquei que a Matemática serve para resolver problemas. Apresentei também as 
ideias genéricas, que descrevi no planeamento, sobre a resolução de problemas. 
 Distribuí então a primeira ficha, individualmente, aos alunos e disse-lhes para 
resolverem o primeiro problema (ver anexo 2). Como os alunos estão sentados em 
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grupos e estão habituados a esta forma de trabalhar, disse-lhes que podiam discutir o 
problema com elementos do mesmo grupo. Enquanto os alunos trabalhavam, percorri 
a sala toda, detendo-me junto de cada grupo para observar o que faziam. 
 Observei que os alunos tiveram claramente dificuldades em determinar a 
função relevante, a área do rectângulo, algebricamente. Todos os alunos utilizaram 
uma estratégia numérica. Isto é, atribuiram valores numéricos possíveis aos lados do 
rectângulo (tendo em conta que o seu perímetro é de 32 m) e calcularam, 
numericamente, área destes rectângulos. A seguir verificaram quais eram as 
dimensões do rectângulo com uma área máxima.  
 A figura 4, com a resolução da Madalena, ilustra esta estratégia por parte dos 
alunos. Note-se que os alunos são capazes de formular algebricamente a condição de 
que o perímetro do rectângulo vale 32 m, mas não são capazes de determinar a forma 
algébrica da função área. Note-se também que a Madalena indica que o quadrado 
8×8, com uma área de 64 m2, possui a área máxima. 
 Eu não intervi muito enquanto os alunos trabalhavam. Limitei-me a lembrar 
que uma das estratégias para a resolução de problemas, que tinha apresentado 
consiste em traduzir para a linguagem matemática as condições do problema. 
 
Figura 4 – Resolução do problema 1, da cerca rectangular, pela Madalena.  
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 A estratégia numérica que os alunos empregaram na resolução deste 
problema, mostra que estes alunos têm ainda algumas dificuldades e falta de prática 
com o pensamento algébrico. Parece-me importante proporcionar bastantes 
oportunidades para os alunos treinarem o pensamento algébrico nos 2º e 3º ciclos. 
Durante o mestrado em ensino da matemática discutimos o pensamento algébrico 
sobretudo no âmbito de tarefas envolvendo sucessões numéricas (muitas vezes 
associadas a sucessões geométricas). Por exemplo a determinação da expressão 
algébrica que descreve uma dada sucessão, ou função real de variável natural. Penso 
que também é importante que os alunos pratiquem a determinação de funções reais 
de variável real ou funções reais de mais do que uma variável, como fórmulas. Por 
exemplo, se a Sra. Costa vai ao supermercado e compra x quilos de maçãs a 1,5 
euros/quilo, y quilos de laranjas a 2,75 euros/quilo e z quilos de bananas a 2 
euros/quilo, qual é a fórmula para dinheiro gasto pela senhora  na compra desta fruta 
? E se a Sra. Costa comprar um peso de bananas que é duas vezes o peso das laranjas 
?  
 Com a resolução do problema 1 por parte dos alunos, terminei a minha quarta 
aula. Disse-lhes que deveriam continuar a tentar resolver o problema em casa, 
nomeadamente na perspectiva das funções quadráticas. 
 A minha quinta aula teve lugar no dia 7 de Março. Comecei por perguntar se 
alguém tinha conseguido resolver o problema 1 na perspectiva das funções 
quadráticas. A Andreia disse que sim. Explicou que tinha considerado um rectângulo 
de lados x e y e que como o seu perímetro tinha que ser 32 m, se tinha 2x+2y=32  
x+y=16. A seguir, como a área do rectângulo é A=xy, e y=16-x, tem-se      
A(x)=x(16-x). Validei o raciocínio da Andreia e disse aos alunos para resolverem o 
problema 1 na sua base. 
 Enquanto os alunos trabalhavam, percorri a sala para os observar. O Duarte 
determinou os zeros, x=0 e x=16, de A(x), e disse que o maximante de A(x) era o 
ponto médio destes zeros. Disse-lhe que estava correcto mas que não era uma técnica 
que se podia utilizar genericamente. Também não foi a técnica que ensinei aos 
alunos. Em geral, verifiquei que os alunos não se lembravam de como deviam 
determinar as coordenadas do vértice. Tive que lembrar esta técnica a alguns alunos, 
com quem falava enquanto circulava pela sala. E depois lembrei a mesma técnica no 
quadro, para todos.  
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A seguir disse aos alunos para resolverem o problema 2, da bola lançada na 
vertical (ver anexo 2). É importante notar que neste problema a função quadrática 
relevante, y(t), é dada no enunciado. Isto porque os alunos não têm os conhecimentos 
necessários para a determinarem sózinhos. Voltei a circular pelos vários grupos. 
Genericamente, verifiquei que os alunos determinaram as coordenadas do vértice 
para encontrar o tempo de subida da bola, e a altura atingida. Verifiquei também que 
determinaram os zeros, t1 e t2 (t2>t1), da função y(t), e identificaram correctamente o 
tempo de descida da bola como sendo t2-h. Contudo notei algumas dificuldades. A 
Sofia teve dificuldades com a fórmula resolvente. Em casa, quando li o que os alunos 
tinham escrito, constatei que o grupo do Duarte tinha calculado o tempo de subida da 
bola como sendo h-t1, o que não está correcto.  
As figuras 5 e 6 mostram a resolução do problema 2 pela Madalena. Para a 
primeira alínea, esta aluna utiliza a técnica que ensinei para determinar as 
coordenadas, h e k, do vértice, correctamente. No entanto apresenta h em centésimas 
de segundo e k em centímetros, denotando alguma confusão entre precisão e 
unidades. Na segunda alínea, esboça o gráfico de y(t), e utiliza correctamente a 
fórmula resolvente para determinar os seus zeros. Também calcula correctamente o 
tempo de descida como sendo t2-h (no canto inferior direito da figura 6) e identifica h 
com o tempo de subida. No entanto, continua a apresentar estes resultados em centé -  
 
 
 
Figura 5 – Resolução da primeira alínea do problema 2, pela Madalena. 
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Figura 6 – Resolução da segunda alínea do problema 2, pela Madalena. 
 
 
simas de segundo, em vez de os simplesmente arredondar às centésimas de segundo. 
Também não respondeu à pergunta sobre a comparação entre o tempo de subida e o 
tempo de descida.  
 É de referir que tanto no problema 1, após terem percebido que A(x)=x(16-x), 
como no problema 2, os alunos utilizaram as calculadoras gráficas. 
 A minha sexta aula teve lugar no dia 8 de Março. Comecei por rever a 
resolução do problema 2. Nomeadamente, chamei à atenção para o erro do grupo do 
Duarte, a que já fiz referência, e para a confusão com as unidades, do grupo da 
Madalena. Em seguida, distribuí a segunda ficha individualmente, aos alunos, para 
estes resolverem o problema 3, sobre os cabos de uma ponte de suspensão (anexo 3). 
 Enquanto os alunos se debatiam com o problema, percorri a sala, parando de 
vez em quando junto de cada grupo, para observar o que faziam. Houve vários 
alunos que consideraram o vértice da parábola como sendo V=(400,80), 
implicitamente colocando o eixo dos y sobre o pilar esquerdo da ponte e o eixo x 
sobre o rio. Portanto escreviam que y(x)=a(x-400)2 + 80. Depois, tiveram bastantes 
dificuldades para determinar o valor de “a”. Passado algum tempo, a Madalena 
percebeu que como y(0)=180, se tinha 180=a4002 + 80, donde se extraía 
a=1/1600=6,25 × 10-4 (os alunos não utilizaram unidades para “a”). Gradualmente, 
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outros alunos fizeram também este raciocínio – o grupo do Duarte, da Carolina e 
outros. A figura 7, mais abaixo, mostra a resolução do Duarte. Notei também que a 
Vera escreveu y(x)=a(x+h)2+k, utilizando erradamente +h em vez de –h. Tive que a 
chamar à atenção para isso. 
 Fui então ao quadro e utilizei o método que a maior parte dos alunos utilizou 
para benefício de quem ainda não tinha conseguido resolver a primeira alínea. Isso 
permitiu a todos os alunos começarem depois a resolver a segunda (e última) alínea 
do problema.  
Mais uma vez deixei os alunos trabalhar e percorri a sala para ver o que 
faziam. Genericamente os alunos tiveram mais facilidade com esta alínea. Todos 
tentaram resolver a equação y(x)=120 m. Mas houve alunos que, embora tenham 
determinado correctamente as soluções, x1=147,02 m e x2=652,98 m, desta equação, 
se enganaram no intervalo, escrevendo que “x]x1,x2[“ .   
Finalizei a aula com a resolução desta alínea no quadro.  
A minha sétima e última aula, teve lugar na segunda-feira, dia 12 de Março 
Utilzei essa aula para os alunos responderem por escrito ao questionário sobre 
funções quadráticas que preparei. Resolvi apresentar e analisar as respostas dos 
alunos, a este questionário, no capítulo 5 porque as entrevistas que fiz, e que também 
apresentarei no capítulo 5, incidem em parte sobre o questionário.  
 Como balanço das aulas, direi que os alunos tiveram um comportamento 
muito positivo. Mostraram sempre interesse e empenho durante todas as aulas. 
Acabei por ter pouco tempo para os problemas. Os alunos fizeram três problemas e 
eu tinha planeado inicialmente que fariam mais, embora não soubesse ao certo 
quantos seriam. Tinha previsto que fariam pelo menos quatro. Globalmente o tempo 
de que dispus pareceu-me curto. Fiquei com a noção de que havia ainda dificuldades 
dos alunos com a resolução de inequações quadráticas e com a transformação da 
forma canónica, para uma função quadrática f, na forma f(x)=a(x-h)2+k. Também 
fiquei com a ideia de que os alunos precisavam de praticar mais a resolução de 
problemas. Por exemplo a dificuldade que os alunos revelaram com o pensamento 
algébrico, na determinação de funções quadráticas, requeria certamente um trabalho 
mais prolongado com os alunos. Também não tive tempo para discutir com os alunos 
  
 .   
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Figura 7 – Resolução da primeira alínea do problema 3, pelo Duarte . 
 
a factorização de uma função quadrática, com dois zeros distintos. Contudo tive que 
me cingir às seis aulas que tinha combinado com a professora da turma. É também de 
notar, que esta professora continuou com o ensino das funções quadráticas, aos 
alunos, durante bastante mais tempo. Tornarei a discutir as aulas que leccionei, 
globalmente, no capítulo final.    
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Capítulo 4 
 
Métodos de recolha de dados 
 
 Em primeiro lugar, alguns dados para a realização do presente estudo, 
resultam das observações que efectuei, durante as aulas, dos alunos da turma 10º-1, 
da escola D. João V. Estas observações foram efectuadas sobretudo durante a 
unidade de ensino que leccionei mas também fiz algumas observações que me 
parecem relevantes para o presente estudo, em aulas leccionadas pela doutora Paula 
Teixeira. É evidentemente difícil fazer observações enquanto se lecciona porque é 
necessário estar concentrado no acto de ensinar em si mesmo. No entanto, após cada 
aula, tive o cuidado de registar por escrito o que observei nessa aula e registei 
também algumas reflexões. Pude portanto recorrer a este registo escrito para fazer o 
presente relatório. Estes registos contêm uma descrição da evolução de cada aula, das 
interacções com os diferentes alunos, durante as discussões e durante o seu trabalho 
autónomo. Contêm também observações sobre as estratégias utilizadas pelos alunos e 
as dificuldades evidenciadas. Contêm, em último lugar, um registo das atitudes e do 
comportamento dos alunos. A descrição das minhas aulas, que fiz no capítulo 
anterior, baseou-se em grande parte nestes registos.  
 No final de cada aula que leccionei, pedi os apontamentos escritos a cada um 
dos alunos e depois fotocopiei todos esses apontamentos. Guardei as fotocópias 
obtidas em cada aula, em envelopes, A4, diferentes, com a data dessa aula. Devolvi 
sempre os apontamentos dos alunos no início da aula seguinte. Tive já ocasião de 
apresentar exemplos destes apontamentos no capítulo anterior. Evidentemente que 
estes registos são também importantes para perceber as estratégias e dificuldades dos 
alunos.   
 Na minha última aula sobre funções quadráticas, dei um questionário escrito, 
a cada aluno, para que estes respondessem, individualmente, sem comunicarem uns 
com os outros, também por escrito. Levei as respostas de cada um dos alunos para 
fotocopiar, tal como fiz com os apontamentos que os alunos fizeram nas primeiras 
seis aulas. Entreguei depois as respostas dos alunos, na aula seguinte (que já não foi 
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da minha responsabilidade). O enunciado deste questionário encontra-se no anexo 5. 
Discutirei em pormenor o questionário e as respostas dos alunos ao questionário, no 
capítulo seguinte. Resumidamente a primeira pergunta incidiu sobre as concepções 
dos alunos sobre a família das funções quadráticas, por contraste com a família das 
funções afim. A segunda pergunta tinha cinco alíneas de escolha múltipla. As 
primeiras quatro incidiram na associação entre o gráfico de uma função quadrática e 
a sua representação algébrica. A quinta alínea incidiu sobre uma inequação 
quadrática simples. A terceira pergunta consistiu num pequeno problema geométrico, 
que requeria que os alunos determinassem uma certa função quadrática e 
determinassem as coordenadas do seu vértice. As duas últimas perguntas incidiram 
sobre a forma como os alunos reagiram a toda a unidade de ensino: tarefas de que 
gostaram mais e dificuldades que sentiram. No capítulo seguinte apresento uma 
descrição das respostas dos alunos ao questionário.   
 Por último, realizei três entrevistas a três alunos da turma 10º-1, com 
desempenhos matemáticos diferentes. Inicialmente tinha pensado em pedir 
autorização aos encarregados de educação dos três alunos. No entanto, a doutora 
Paula Teixeira não fez esse pedido e portanto, depois de uma breve conversa com o 
meu orientador, resolvi apresentar nomes fictícios para cada um destes três alunos. 
Na minha descrição das aulas, do capítulo anterior, também optei por apresentar 
nomes fictícios para os alunos envolvidos.  
 O guião destas entrevistas encontra-se no anexo 6. Cada entrevista durou uma 
hora e decorreu na sala de aula habitual (sala 1), num horário em que não havia 
qualquer aula a decorrer nessa sala, apenas com a presença de um aluno de cada vez, 
em dias diferentes. Apresentei dois problemas sobre funções quadráticas. No 
primeiro problema a função relevante é dada no enunciado. No segundo, os alunos 
têm que determinar a função relevante. Fiz também algumas perguntas sobre as 
respostas dos alunos às primeiras três perguntas do questionário, que entretanto tinha 
fotocopiado e estudado. Cada uma das três entrevistas foi gravada, em audio, com 
um gravador digital, que pedi emprestado na biblioteca da Faculdade de Psicologia 
da Universidade de Lisboa. Após a entrevista, transferi o ficheiro gravado para o meu 
computador. Infelizmente, logo no início da terceira entrevista que fiz, à Maria, o 
gravador ficou sem bateria. Ou seja, os bibliotecários não tiveram o cuidado de 
verificar o estado da bateria antes de emprestar o gravador e eu também não me 
lembrei de fazer esse pedido. Portanto, logo após a terceira entrevista, redigi uma 
 81
descrição da entrevista, incluindo as respostas dadas pela Maria. O capítulo seguinte 
contém uma descrição de cada uma destas três entrevistas, incluindo transcrições de 
algumas das suas partes. 
 Para as entrevistas, escolhi três alunos com desempenhos matemáticos 
diferentes. O primeiro entrevistado foi o Hélder, um rapaz que tem tido, ao longo do 
10º ano, um desempenho matemático fraco: 8, 8 e 9 valores, nos 1º, 2º e 3º períodos, 
respectivamente. No entanto é um aluno que se comporta sempre de forma correcta e 
que procura cumprir as tarefas propostas nas aulas. Também não é muito tímido, o 
que é conveniente para as entrevistas, embora também não seja muito extrovertido. A 
segunda entrevistada foi a Andreia, que é uma das alunas, da turma 10º-1, com 
melhor desempenho na disciplina de Matemática, ao longo do 10º ano: 17, 16 e 16 
valores nos 1º, 2º e 3º períodos. A Andreia participa regularmente nas aulas, 
revelando um raciocínio frequentemente correcto e apropriado. A terceira 
entrevistada foi a Maria, que tem tido um nível médio na disciplina de Matemática, 
ao longo do 10º ano: 13, 13 e 12 valores, nos 1º, 2º e 3º períodos. No entanto, esta 
aluna tem uma participação oral nas aulas, acima da média, demonstrando uma 
comunicação fácil, que também é um aspecto a ter em conta para o sucesso das 
entrevistas.     
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Capítulo 5 
 
Questionário e entrevistas 
 
5.1  Questionário 
 
 O questionário escrito, que se encontra no anexo 5, foi entregue 
individualmente aos alunos, no início da minha sétima aula, na segunda-feira, dia 12 
de Março. Foi dito aos alunos para responderem por escrito às perguntas do 
questionário, de forma individual e em silêncio (sem comunicarem com outros 
alunos, nomeadamente com os colegas do mesmo grupo). Também disse aos alunos 
para não utilizarem a calculadora gráfica porque na segunda pergunta pretendia que 
os alunos associassem uma representação algébrica de uma função quadrática a um 
dado gráfico de uma função quadrática, unicamente com base nas características 
dessa representação algébrica. Ou seja, evitei que os alunos introduzissem as várias 
possibilidades propostas para esta representação algébrica na calculadora, para 
comparar o gráfico assim obtido com o gráfico dado. Os alunos tiveram uma hora 
para responder ao questionário. Responderam todos os vinte e seis alunos da turma. 
 A primeira pergunta incidiu sobre as concepções dos alunos sobre funções 
quadráticas, por comparação com as funções afim. Pedi um exemplo de uma função 
afim e de uma função quadrática. Depois pedi aos alunos para apontarem diferenças 
entre as funções afim e as funções quadráticas. Note-se que os alunos podiam dar 
respostas com maior ênfase na representação algébrica, gráfica, ou com ênfase igual 
para ambas as representações.  
Todos os alunos deram exemplos correctos de uma função afim e de uma 
função quadrática, com duas excepções: A Daniela não deu qualquer exemplo de 
uma função afim e a Dora deu como exemplo de uma função quadrática “y=-3x+4”, 
ou seja, uma função que é afim. Estas duas alunas tiveram um desempenho fraco ao 
longo do 10º ano, com notas negativas em todos os períodos. Acresce que a Daniela 
faltou bastante às aulas nos 2º e 3º períodos. Alguns alunos deram exemplos de 
funções quadráticas na forma f(x)=a(x-h)2+k, ou sejam, não escreveram os seus 
 84
exemplos na forma canónica, o que me parece que reflecte a ênfase que foi dada nas 
aulas à forma que contém as coordenadas do vértice. Um único aluno, o Miguel, não 
apresentou exemplos na forma algébrica mas apenas na forma gráfica, correctos em 
ambos os casos.  
 Apenas dois alunos distinguiram as funções afim e quadráticas de uma forma 
exclusivamente algébrica. Um destes alunos, o Samuel, escreveu que “a função 
quadrática está elevada ao quadrado”, o que revela uma certa falta de precisão. Este 
aluno teve 10 no 1º período, mas no 2º período já teve 8 e no 3º período desistiu. A 
outra aluna teve sempre classificações negativas.  
 Catorze alunos distinguiram as funções afim das funções quadráticas de uma 
forma exclusivamente gráfica. Todos estes catorze, disseram, correctamente que o 
gráfico de uma função afim é uma recta, enquanto que o gráfico de uma função 
quadrática é uma parábola. Neste grupo de alunos incluem-se alunos com 
desempenhos matemáticos diferentes. Penso que isto mostra que a representação 
visual ou gráfica de uma função é extremamente importante para os alunos. Reflecte 
também a ênfase que foi dada à representação gráfica nas aulas que leccionei.  
 Nove alunos distinguiram correctamente as duas famílias de funções com 
ambas as representações: algébrica e gráfica. Destes nove, apenas dois são alunos 
claramente fracos: um aluno com nota negativa nos três períodos e uma aluna com 
11, 10 e 9 valores (durante o 10º ano).  
Apenas uma aluna, com desempenho fraco em Matemática, não respondeu a 
esta questão.   
 Portanto, quase todos os alunos apresentaram concepções correctas das 
funções quadráticas e das funções afim. No entanto, registei também algumas ideias 
incorrectas. Por exemplo, a Vera distinguiu correctamente as funções afim das 
funções quadráticas, graficamente, mas logo a seguir acrescentou “logo, na função 
quadrática, um objecto tem 1 ou 2 imagens”. Penso que estará a fazer confusão com 
o facto de uma função quadrática não ser injectiva, isto é, existirem exemplos de dois 
“objectos” diferentes, com uma mesma imagem. A Dora deu como exemplo de uma 
função afim “y=4x” e como exemplo de uma função quadrática “y=-3x+4”. Depois 
escreveu que “o termo independente nas funções quadráticas é 4, enquanto que nas 
funções afim é 0”. Fez portanto uma afirmação, com um carácter genérico, errada, e 
o exemplo de uma função quadrática também é errado, como já tinhamos visto. A 
seguir escreveu que “outra diferença é que graficamente as funções afins são uma 
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reta, mas funções quadráticas é uma parábola”, o que está correcto embora a frase 
esteja mal construída, gramaticalmente.  
 Nas primeiras quatro alíneas da segunda questão, são apresentados quatro 
gráficos de funções quadráticas com informação (gráfica) suficiente para os alunos 
determinarem a forma algébrica correspondente. Depois são apresentadas cinco 
possibilidades para esta forma algébrica, das quais os alunos têm que escolher uma. 
Portanto, os alunos tinham que fazer a conversão entre a representação gráfica e a 
representação algébrica de quatro funções quadráticas específicas.  
 Na primeira alínea, a função representada era f(x)=-x2+9. Vinte e quatro 
alunos seleccionaram correctamente esta forma algébrica (opção iii). Apenas dois 
alunos não fizeram a escolha correcta. Tanto o Rafael como o Hélder (primeiro 
entrevistado), escolheram a opção iv: f(x)=-(x-3)2+9. Ou seja, escolheram uma 
função com concavidade voltada para baixo, como a do gráfico, e com a ordenada do 
vértice igual a 9, como a do gráfico; mas a abcissa do vértice desta função é 3 e não 
0, como para a função do gráfico. A opção destes alunos poderá ter resultado duma 
confusão entre um dos zeros da função correcta, x=3, e a abcissa do seu vértice. 
Ambos estes alunos tiveram um desempenho fraco na disciplina de Matemática. 
 Dezanove alunos escolheram a opção errada para a segunda alínea. A opção 
correcta era a opção i: f(x)=2(x-1)2. Dos sete que acertaram, quatro tiveram uma 
classificação negativa no último período, entre os quais estava, por exemplo, a Dora. 
Dois dos sete que acertaram são bons alunos, entre os quais a Andreia (segunda 
entrevistada). Esta alínea era mais difícil do que a anterior, porque havia uma 
segunda opção com as coordenadas correctas para o vértice: a opção iv: f(x)=(x-1)2. 
Para invalidar esta opção, os alunos tinham que olhar para a ordenada na origem do 
gráfico apresentado. Efectivamente, oito dos dezanove que optaram incorrectamente, 
escolheram a opção iv. Este grupo de alunos incluíu alunos com desempenho médio 
ou bom. No entanto, sete dos dezanove escolheram a opção v: “nenhuma das opções 
anteriores”; e quatro escolheram a opção ii: f(x)=2(x+1)2. Esta última opção pode de 
facto ter confundido os alunos visto que os alunos por vezes trocam o sinal da 
abcissa do vértice, na leitura da forma algébrica f(x)=a(x-h)2+k, como verifiquei nas 
aulas, e a ordenada na origem para esta opção também é o valor correcto: 2. Em 
suma, houve dificuldades genericamente com esta questão e portanto os alunos 
necessitavam de mais prática com funções quadráticas, as suas representações e a 
relação entre estas representações.  
 86
 Na terceira alínea, a opção correcta é a opção v: f(x)=-(x-2)2+4. Apenas cinco 
alunos responderam incorrectamente a esta alínea. Esta é de facto a única opção com 
concavidade voltada para baixo e ambas as coordenadas do vértice correctas. Na 
opção i, o gráfico da função tem concavidade voltada para baixo mas a ordenada do 
vértice é 8, o que não pode estar correcto. Na opção iii, o gráfico da função também 
tem concavidade voltada para baixo mas a a abcissa do vértice é -2 e não 2. Esta 
última opção poderia portanto suscitar alguma confusão. De facto, os cinco alunos 
que erraram escolheram precisamente a opção iii.  
 Parece-me que a quarta alínea é a mais difícil por as possibilidades para a 
representação algébrica de f serem dadas na forma canónica. A resposta correcta é a 
possibilidade iii. A ordenada na origem é 8, o que elimina imediatamente as 
possibilidades i e ii. O vértice do gráfico é V=(3,-1) pelo que f(x)=a(x-3)2-1. Como 
os zeros da função são 2 e 4, resulta que a=1, pelo que se obtém a possibilidade iii. 
Dezasseis alunos responderam erradamente a esta alínea, entre os quais alunos com 
bom desempenho matemático, o que revela dificuldades que os alunos ainda tinham 
com este tipo de questão. Treze alunos escolheram a opção v e três alunos 
escolheram a opção iv. Apesar de tudo, nenhum aluno escolheu as duas primeiras 
opções, que estão manifestamente incorrectas, como referi.  
 A quinta e última alínea, da segunda pergunta, incidiu sobre uma inequação 
quadrática simples, x2 ≤ 9,  isto é, de um tipo que tinha suscitado dificuldades aos 
alunos durante as aulas. Quis observar até que ponto essas dificuldades se 
mantinham. Exactamente metade dos alunos, isto é treze, respondeu incorrectamente 
a esta alínea, o que mostra que estas dificuldades ainda subsistiam em grande parte. 
Dez destes treze, escolheram a primeira opção, x ≤ 3, isto é, ainda recorreram a um 
raciocínio do tipo algébrico, que estão habituados a fazer com as inequações 
envolvendo funções afim. Um único aluno escolheu a opção v e dois alunos 
escolheram a opção iii, ambas erradas.  
 Um único aluno acertou nas cinco alíneas da segunda pergunta, o Hélio, que 
teve um desempenho fraco em Matemática, ao longo do ano. Cinco alunos acertaram 
em quatro alíneas, dez em três alíneas, nove em duas alíneas e um único aluno 
acertou em uma única alínea. Portanto 61,5% acertaram em três ou mais alíneas, das 
cinco alíneas. Fiquei um pouco desapontado com estes resultados, embora seja 
preciso ter em conta que os alunos não foram avisados quanto ao questionário e 
portanto não vinham preparados. Contudo, partece-me que estes resultados mostram 
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que os alunos tinham ainda bastantes dificuldades com funções quadráticas e que 
precisavam de mais prática, em casa e na escola, com este tópico.  
 A terceira pergunta do questionário é um problema geométrico envolvendo 
uma função quadrática, que é a área conjunta de dois quadrados, A, separados um do 
outro. Tal como no problema da cerca rectangular, que apresentei aos alunos para 
que estes o resolvessem nas aulas, há um perímetro que se mantém fixo: a soma dos 
perímetros de cada um dos quadrados, o que se traduz numa determinada equação. 
No entanto, neste problema pretende-se que a área total, A, seja mínima e não 
máxima, como sucedeu com o problema da cerca. Se x e y foram os comprimentos 
dos lados de cada quadrado, então 4x+4y=16, pelo que x+y=4, ou y=4-x, e temos a 
tal equação. A área total dos quadrados é A=x2+y2, pelo que A(x)=x2+(4-x)2. Esta é a 
função a minimizar. É claro que esta função tem um mínimo em x=2 m (donde y=2 
m, também) e a área total mínima é A(2)=8 m2.  
 Tal como antecipara, os alunos tiveram muita dificuldade em determinar a 
função quadrática relevante, A(x), da mesma forma que tinham tido dificuldade na 
determinação da função quadrática relevante para a cerca. Pensei que alguns, poucos, 
alunos conseguissem determinar A(x), mas a verdade é que nenhum aluno foi capaz 
de o fazer e portanto nenhum aluno foi capaz de entender o problema na perspectiva 
das funções quadráticas (com a representação algébrica ou gráfica).  
 Houve alguma variedade nas respostas dos alunos. Três alunos desenharam 
dois quadrados iguais. Como a soma dos seus perímetros tem que ser 16m, 
concluiram que o perímetro de cada quadrado seria de 8m e portanto que o lado de 
cada quadrado seria de 2m. Portanto concluíram também que a área de cada 
quadrado é de 4m2 e a área total é de 8m2. Não há nesta resposta qualquer tentativa 
de justificar porque é que os quadrados são iguais nem se explora a possibilidade dos 
quadrados serem diferentes. Um destes alunos escreve “f(x)=a(x-h)2+16” por baixo 
do desenho, como se procurasse uma função quadrática relevante, mas claramente 
estes três alunos não entendem qual é a função quadrática relevante nem como 
determiná-la. Observe-se que de facto a solução consiste em dois quadrados iguais, 
de lado 2m, por simetria. Isto é A(x)=A(4-x) pelo que x=2 é o eixo de simetria do 
gráfico de A(x), e portanto A(x) tem o seu mínimo (já que a concavidade de A(x) 
está voltada para cima) em x=2. Ou seja a área de dois quadrados, com lados x e y, é 
igual à área de dois quadrados, agora com lados y e x. Mas estes alunos ficam muito 
distantes duma justificação deste tipo e muito provavelmente não apresentariam a 
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solução correcta se esta simetria não existisse – por exemplo se um dos canteiros 
fosse um quadrado mas o outro fosse circular. Eu ainda considerei a possibilidade de 
apresentar um problema assimétrico, como o anterior, mas acabei por não o fazer 
para não complicar os cálculos algébricos e numéricos. 
 
 
Figura 8 – Resolução da pergunta 3, do questionário, que é um problema 
geométrico, pelo Miguel. É visível que este aluno apresenta simplesmente a solução 
sem qualquer justificação. Nomeadamente não explora outras possibilidades para os 
canteiros. 
 
 Sete alunos desenharam dois quadrados iguais e concluiram que o seu lado é 
de 2m, tal como os três alunos anteriores. No entanto, ao contrário destes, ou não 
calcularam a área total dos canteiros, ou, no caso de três dos sete alunos, enganaram-
se neste cálculo, escrevendo que a área total dos canteiros é “4+4=16”, talvez por 
terem confundido a área com o perímetro. Aliás, estes três alunos escreveram que a 
área total é “4+4=16m”, utilizando, como unidade de área, metros em vez de metros 
quadrados.  
 Dois alunos, com um desempenho fraco na disciplina de Matemática, 
indicaram o número da pergunta mas deixaram um espaço em branco, ou seja, não 
escreveram absolutamente nada sobre o problema. 
  Nenhum dos doze alunos, referidos nos três parágrafos anteriores, escreveu 
qualquer relação algébrica com algum significado evidente – alguns apresentaram 
expressões bastante gerais para funções quadráticas, como no exemplo que referi 
mais atrás, mas que foram apenas tentativas incipientes para encontrar a função 
quadrática relevante.  
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 Sete alunos escreveram as relações “2x+2y=16” e “x+y=8”. Penso que 
estavam a pensar no problema da cerca e a tentar utilizar o raciocínio utilizado para 
resolver esse problema.  
Um destes alunos foi a Vera. Mas a Vera escreveu “16=2y+2x”, depois 
“y=2x-8” e finalmente “y=-(x-2)-4”, e portanto obteve uma segunda equação que não 
é equivalente à primeira equação e uma terceira equação que não é equivalente nem à 
segunda, nem à primeira. Depois escreveu que um dos canteiros deve ter de lado 1m 
e de área “1×1=2m” (enganou-se na conta e nas unidades) e o outro canteiro, um 
lado de 3m e área “9m” (enganou-se apenas nas unidades). Concluíu que a área total 
é de “11m”. Não é portanto claro qual é o significado que esta aluna atribuíu às 
variáveis x e y nem é clara a origem dos números que propõe para os lados dos 
canteiros.   
 O Raul escreveu “16=2y+2x” e depois “y=-(x-2)+4”, que não é uma equação 
equivalente à primeira. Finalmente concluíu que o lado de cada quadrado é de 3m, a 
área de cada quadrado é de 9m2 e a área total é de 18m2. Não se engana nas unidades 
mas a origem do número 3 é pouco clara. No entanto se x=3, resulta da sua segunda 
equação que y=3. Claro que tanto este resultado como o da Vera estão errados. 
 A Rita começa por escrever “2x+2y≥16” e “A=xy ≥ 16”. Ou seja, escreve 
duas inequações e não equações. No entanto, a seguir escreve “A=xy” e “A=x(8-x)”. 
Portanto parece estar a utilizar a equação “y=8-x” que se deduz de “2x+2y=16”. A 
seguir a Rita determina as coordenadas do vértice da função “A(x)=x(8-x)”, sem se 
preocupar com o facto deste vértice corresponder a um máximo e não a um mínimo. 
Determina correctamente que “h=4 e k=16” e conclui que cada canteiro tem lado 4m 
e área 16m2. E que a área total é de 32m2. Portanto viola a condição dada no 
enunciado, de que a soma dos perímetros dos canteiros é de 16m. A Rita está 
nitidamente a repetir o raciocínio que foi utilizado no problema da cerca num 
contexto problemático que é diferente e para o qual este raciocínio não se aplica. 
Outro aluno, o Daniel, faz praticamente o mesmo que a Rita. A Joana também utiliza 
esta “lógica” mas engana-se na determinação de k e paralelamente a este “raciocínio” 
desenha dois quadrados com 2m de lado, concluindo que a área de cada canteiro é de 
4m2 e a área total é de 8m2. Parece portanto fazer confusão e misturar duas 
“estratégias diferentes”.  
A Francisca escreve “16=2y+2x” e logo “y=-x+8”, o que de facto é 
equivalente. A seguir escreve “A(x)=a(x-h)2+k” e consegue determinar, sem se 
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perceber como, que “a=1, h=1 e k=3”. Conclui então que a área de cada canteiro é 
“3×1=3” e a área total é de “3+3=6”. Portanto esta aluna parece procurar a área 
mínima de cada canteiro e não a área total mínima e parece encontrar, sem se 
justificar, canteiros rectangulares e não quadrados. A Andreia, que é uma aluna com 
bom desempenho em Matemática, também escreve que “y=8-x” mas a seguir escreve 
“A=(8-y)2” e engana-se a determinar as coordenadas do vértice desta função não 
apresentando qualquer conclusão.  
 
Figura 9 – Resolução do problema do questionário pela Rita. Falta aqui apenas a 
conclusão da Rita que é a de que cada canteiro tem um lado de 4m. Observe-se a 
aplicação do raciocínio utilizado no problema da cerca, que é um problema diferente. 
 
 A Carolina e a Arminda escreveram a relação “x+y=4”, mas baseada num 
raciocínio incorrecto ou confuso. A Carolina escreveu que cada quadrado tem 
perímetro 16/2=8 e depois que “8=2L+2C”, portanto parece escrever a relação 
“8=perímetro de um rectângulo=2 vezes o seu comprimento mais duas vezes a sua 
largura”. Escreve a seguir que “C=4-L” e “A(L)=(L-4)2” mas não conclui mais nada. 
Parece portanto fazer alguma confusão entre quadrado e rectângulo, para além de 
partir do pressuposto de que ambos os canteiros têm o mesmo perímetro. A Arminda 
desenhou dois quadrados, mas associou a um dos lados de cada quadrado um 
comprimento x e a outro lado, perpendicular, um comprimento y, o que sugere 
novamente uma confusão entre quadrado e rectângulo. Em seguida escreveu que 
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“4x+4y=16” e “x+y=4”, como se estivesse a calcular o perímetro de dois rectângulos 
iguais. Escreve então que “A=xy=x(4-x)” e determina correctamente as coordenadas 
do vértice desta função. Parece portanto não ter entendido bem o enunciado e estar a 
utilizar o raciocínio utilizado no problema da cerca. Conclui finalmente que a área de 
cada canteiro é de 4 e a área total é de 8 (sem unidades). No entanto, antes disso diz 
que “se os canteiros fossem rectângulos a largura podia ser o maior possível e o 
comprimento o menor possível. Mas trata-se de um problema com quadrados e assim 
o lado do quadrado tem de ser 2”. Ou seja, esta aluna está bastante confusa porque 
desenha rectângulos e raciocina com base nesses rectângulos mas depois afirma que 
os rectângulos são quadrados.  
A Maria também escreveu a relação anterior, na forma “4A+4B=16” e 
“A+B=4”, com base em dois quadrados, que desenhou, com lados A e B. Portanto a 
Maria não confundiu quadrados com rectângulos e escreveu uma relação correcta, 
com base num entendimento correcto do enunciado. A seguir considera duas 
possibilidades para A: A=2, donde B=2 e a área total é de 8; e A=1 e B=3, mas 
depois enganou-se e escreveu que “3×3=6 pelo que a área total é de 7m2 e menor que 
a do caso anterior”. Concluíu então, erradamente e sem analisar mais casos, que os 
canteiros têm lados 3m e 1m.    
 Dois alunos, entre os quais o Hélder, desenharam dois quadrados 2×2, que 
resultam numa área total de 8 (não indicam as unidades); e desenharam também dois 
rectângulos 3×1, cujo perímetro também é de 16m, mas cuja área total é de 6 (sem 
unidades), inferior a 8. Concluiram que a segunda possibilidade é melhor, sem 
analisarem mais exemplos, e afirmaram que “um rectângulo também é um 
quadrado”. Portanto estes alunos fizeram uma confusão evidente entre quadrado e 
rectângulo.  
 Apenas dois alunos, a Madalena e o Duarte, que são ambos bons alunos em 
Matemética, apresentam um raciocínio que mostra terem compreendido o problema. 
No entanto, o seu raciocínio é essencialmente numérico, embora contendo alguns 
elementos algébricos que referirei em seguida, e não chegam à determinação da 
função A(x)=x2+(4-x)2. Em primeiro lugar, ambos estes alunos escrevem a relação 
algébrica para a soma dos perímetros dos quadrados: “4x+4y=16”; e o Duarte 
escreve também a relação simplificada: “x+y=4”. Depois, a Madalena indica a 
expressão algébrica “x2+y2” que depois utiliza numa tabela numérica, com uma seta 
que assinala “área do quadrado 1 mais o quadrado 2”. O Duarte indica apenas que a 
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área de um dos quadrados é x2, e a do outro quadrado é y2.  Não escreve a expressão 
para a área total. No entanto, calcula o valor numérico para a área total, em alguns 
casos, tal como a Madalena. A Madalena apresenta uma tabela com três casos 
numéricos: x=2 e y=2, x=1 e y=3, e x=0,5 e y=3,5. A tabela tem uma coluna para a 
área de cada quadrado e para a área total dos dois quadrados. Nos primeiros dois 
casos, as áreas estão calculadas correctamente mas no terceiro, a Madalena engana-se 
numa das áreas: escreve “9,25” para a área do quadrado de lado 3,5. Uma diferença 
importante entre estes dois alunos é que a Madalena não apresenta qualquer 
conclusão por escrito, enquanto o Duarte conclui formalmente que “para a área dos 
dois canteiros ser a menor possível, x e y têm que ser 2” e indica depois a área dos 
dois quadrados e a área total, correctamente. O Duarte estuda exemplos numéricos, 
tal como a Madalena, mas apresenta apenas dois casos (em vez de três): x=1 e y=3, e 
x=2 e y=2. Não utiliza uma tabela, como a Madalena mas não se engana nos 
cálculos, nos dois casos referidos. A Madalena não indica as unidades e o Duarte só 
indica as unidades, dos comprimentos e das áreas, na conclusão que escreve.  
 
Figura 10 – Resolução do problema do questionário pela Madalena.  
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 Em suma, muitos alunos mostram dificuldades no entendimento do enunciado 
do problema, uma vez que apresentam respostas sem qualquer justificação, ou 
consideram a possibilidade dos canteiros serem rectângulos não quadrados. Alguns 
dos alunos que consideram canteiros rectângulos deste tipo parecem querer uilizar o 
raciocínio que aprenderam para o problema da cerca, que é um problema diferente. 
Os alunos tendem todos a utilizar estratégias numéricas, nomeadamente com o 
estudo de um número reduzido de casos particulares, em vez de utilizarem estratégias 
mais algébricas, e nenhum aluno determina algebricamente a função quadrática 
relevante: A(x)=x2+(4-x)2=2x2-8x+16. Portanto estes alunos mostram ter ainda falta 
de à vontade com o pensamento algébrico e terem também algumas dificuldades com 
certos aspectos da resolução de problemas.  
 As perguntas 4 e 5 do questionário incidiram sobre a perspectiva subjectiva 
que os alunos tiveram da unidade de ensino, incluindo exemplos de tarefas concretas. 
De uma forma geral, os alunos gostaram bastante das explorações das funções 
quadráticas com as calculadoras gráficas e vários alunos não gostaram tanto dos 
problemas embora, as respostas destes alunos à questão 5 mostre que o facto de não 
terem gostado tanto dos problemas esteja directamente relacionado com as 
dificuldades que tiveram com a sua resolução. Dito de uma forma mais quantitativa, 
catorze alunos afirmaram explicitamente que aquilo de que tinham gostado mais foi 
de “fazer experiências com a calculadora gráfica para determinar a influência dos 
parâmetros de funções quadráticas nos seus gráficos”. Três alunos afirmam que 
aquilo de que gostaram mais foi de determinar as coordenadas do vértice de uma 
função quadrática. Cinco alunos afirmam ter gostado igualmente de todas as tarefas. 
Apenas três alunos mencionam explicitamente os problemas como tarefas de que 
tenham gostado mais. Pelo contrário, nove alunos afirmam que gostaram menos dos 
problemas do que das restantes actividades, embora oito destes nove tenham 
relacionado este menor gosto pelos problemas com as dificuldades que sentiram na 
sua resolução. Houve ainda uma aluna que mencionou um problema concreto, o 
problema 3, da ponte de suspensão, como sendo aquilo de que tinha gostado menos. 
Quatro alunos afirmaram explicitamente que não houve nenhuma tarefa de que não 
tenham gostado. À excepção dos problemas, nenhuma outra tarefa é mencionada 
como sendo uma tarefa de que os alunos gostaram menos.  
 Em relação à quinta pergunta, que incidiu sobre as dificuldades que os alunos 
sentiram durante com tarefas envolvendo funções quadráticas, dezassete alunos 
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responderam que tiveram mais dificuldades com a resolução de problemas, de uma 
forma genérica. Adicionalmente, dois alunos dizem que tiveram mais dificuldades 
com um problema concreto, que em ambos os casos foi o problema da ponte de 
suspensão. Portanto os alunos têm claramente consciência das dificuldades reveladas 
com a resolução de problemas envolvendo funções quadráticas. Alguns alunos 
concretizam um pouco mais estas dificuldades. Dois alunos dizem que tiveram 
“dificuldade em encontrar a incógnita” relevante para resolver um dado problema. 
Ou seja, tiveram dificuldade em determinar ou definir a variável ou as variáveis 
relevantes para um dado problema. Dois outros alunos dizem que tiveram dificuldade 
em encontrar a função quadrática relevante para um problema. Estes quatro alunos 
tiveram portanto, claramente, dificuldades com o pensamento algébrico. Há ainda um 
aluno que diz que teve dificuldades com a “interpretação” dos problemas. Dois 
alunos mencionam que tiveram dificuldades em determinar as coordenadas do 
vértice do gráfico de uma função quadrática, sendo que um destes alunos menciona 
unicamente esta dificuldade. Dois outros alunos mencionam ter tido dificuldades 
com a determinação dos zeros de uma função quadrática.  
 
5.2 Entrevista ao Hélder  
 
As três entrevistas que fiz tiveram lugar na sala habitualmente utilizada para 
as aulas de Matemática da turma 10º-1 (sala 1), na escola secundária D. João V, uma 
de cada vez. As três entrevistas foram realizadas à tarde, enquanto a escola estava em 
funcionamento, num horário em que não havia aulas previstas para a sala 1. Cada 
entrevista durou uma hora e estiveram presentes na sala apenas três pessoas: eu 
próprio, autor deste relatório, como entrevistador, e o aluno entrevistado, ambos 
numa mesma mesa; e a doutora Paula Teixeira, noutra mesa, relativamente distante. 
A doutora Paula Teixeira não teve qualquer intervenção durante a entrevista, excepto 
para assinalar que já estava quase a passar a hora combinada. As duas primeiras 
entrevistas, do Hélder e da Andreia, foram gravadas, com um gravador digital, audio 
mas a terceira entrevista, da Maria, não ficou gravada porque a bateria do gravador 
acabou no início dessa entrevista. O guião das entrevistas, que se encontra em anexo 
(anexo 6), foi seguido de perto. Os alunos puderam utilizar as calculadoras gráficas. 
O entrevistador, autor do presente relatório, interviu pontualmente, apenas no sentido 
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clarificar o enunciado dos problemas ou de perceber melhor o que o aluno dizia ou 
escrevia. 
 O primeiro entrevistado foi o Hélder. Este aluno teve um desempenho fraco 
na disciplina de Matemática A, durante todo o 10º ano. Mais concretamente, teve as 
classificações de 8, 8 e 9 valores, nos 1º, 2º e 3º períodos. No entanto, curiosamente, 
obteve o melhor resultado da turma, juntamente com a Andreia (a segunda aluna 
entrevistada), na prova “Canguru Matemático sem Fronteiras”, na categoria Júnior, 
em Abril de 2012. No 9º ano, o Hélder tinha atingido o nível 3, no exame e na 
avaliação final da disciplina de Matemática. O Hélder teve sempre um 
comportamento correcto nas aulas de Matemática, cumprindo sempre as tarefas que 
eram propostas. No entanto participou sempre pouco, oralmente, durante as aulas. 
Contudo, o Hélder não é excessivamente tímido. Por exemplo, foi porta-voz de uma 
opinião sobre um determinado item da constituição portuguesa, num debate entre 
jovens, que se realizou na assembleia da república. Portanto, parece-me que Hélder, 
apesar dos resultados deste ano, é um aluno com potencialidades.  
 Na entrevista, o Hélder começa por ler o enunciado do primeiro problema que 
lhe apresentei, o problema PE1 (ver anexo 6), em voz alta, de forma cuidada e 
bastante clara. Em seguida, o Hélder diz que “a concavidade desta função está virada 
para baixo”, o que está dito de forma um pouco imprecisa, mas a ideia matemática 
está correcta. E conclui que “então a altura máxima atingida pelo projéctil será o 
vértice da função”. Novamente há aqui uma imprecisão, uma vez que a altura 
máxima é a ordenada do vértice do gráfico da função. A seguir, o Hélder escreve que 
o vértice da função é (-b/2a, f(-b/2a)), e diz que “tenho a fórmula para descobrir o 
vértice da função”. A fórmula do Hélder está correcta. No entanto, eu não ensinei 
esta “fórmula” nas aulas. Ela aparece na página 50 do segundo volume do manual 
(Costa, 2010), e possivelmente terá sido aí que o Hélder a encontrou. Escreve então 
que “vértice da função = -0,8/-0,0005=1600”. Novamente o Hélder confunde o 
vértice com uma das suas coordenadas, desta vez, a abcissa. E é claro que a altura 
máxima atingida pelo projéctil é a ordenada do vértice, e portanto o Hélder calcula a 
coordenada errada do vértice. Além disto, esquece-se do 2, no denominador, pelo 
que obtém uma abcissa que é o dobro da abcissa correcta. O Hélder também hesita 
um pouco em relação às unidades. O enunciado diz que y(x) vem em metros e que a 
abcissa do promontório é x=0m, portanto subentende-se que x também vem em 
metros, mas eu confirmei que as unidades são metros. Como o enunciado pede a 
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altura arredondada aos centímetros, o Hélder tenta reduzir 1600m a centímetros (em 
vez de arredondar à segunda casa decimal o resultado em metros), confundindo a 
precisão do resultado com as unidades. Esta confusão já tinha surgido durante as 
aulas. Além disto, engana-se na redução, escrevendo “1600m= 1600000 cm”.  
 O Hélder lê então a segunda alínea. Depois de pensar um pouco, pergunta se 
pode utilizar a calculadora. Digo-lhe que sim. O Hélder traça o gráfico de y(x), com 
a calculadora, ajustando correctamente a janela de visualização. Diz então que “a 
distância ou o lugar onde o projéctil cai sobre o mar será o zero da função”. E 
portanto vai calcular o zero. Escreve correctamente que “-0,0005x2+0,8x+100=0”. E 
diz que vai resolvê-la através da fórmula resolvente. No entanto o Hélder não se 
lembra da fórmula resolvente. Escreve “x=(-b± ac4 ) /2a”. E por isso, obtém um 
radicando negativo, o que o deixa confuso. Pergunta-me se o posso ajudar e eu digo-
lhe que não, que tenho que observar como é que o Hélder pensa. O que o Hélder faz 
a seguir é remover o sinal negativo do radicando. Concretamente, escreve            
“x=(-0,8± 2,0 )/-0,001  e depois “x=(0,8± 2,0 )/0,001”. Obtém então “x=1247   
x=755,3”. Portanto engana-se no cálculo da segunda raíz, com base na fórmula 
resolvente anterior, que por sua vez também está errada. Fica um pouco confuso por 
obter duas soluções. Pergunto-lhe: “onde é que o  projéctil cai na água ?” O Hélder 
indica o ponto no visor da calculadora. Pergunto: “Qual é a abcissa desse ponto ?” 
Responde que é “x=0”. Insisto. Ele continua a dizer-me que é 0 e a indicar o ponto 
no visor. Digo-lhe que a ordenada é que é zero e torno-lhe a perguntar qual é a 
abcissa. Diz que é 1247. Pergunto-lhe o que representa o 755,3. Não sabe responder. 
Passamos à terceira alínea.   
 O Hélder começa por conjecturar que a altura do projéctil está entre 0m e 
75m, entre os zeros da função. Depois compreende que um dos zeros da função terá 
que ser negativo. Volto à pergunta da terceira alínea. Ele diz que “é desde o primeiro 
zero até ao segundo, sem contar com o que está acima dos 75m”. Depois de pensar 
mais um pouco, com base no gráfico da calculadora, diz que o projéctil tem altura 
entre 0m e 75m “um pouco antes de cair no mar”. Pergunto: “A que abcissas é que 
isso corresponde ?” Responde: “Não faço ideia. Entre 755,3m e 1247m”.  
 Passamos então ao segundo problema, PE2, da empresa “MalhasJovem”. O 
Hélder lê o enunciado, desta vez um pouco apressadamente. Começa então por 
querer atribuir valores ao preço. Ajudo-o a ver que a quantidade de camisolas 
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vendidas diminui quando se aumenta o preço. O Hélder diz que “a empresa tem que 
vender o máximo número de camisolas com um preço superior a 10 euros, para o 
lucro não ser negativo”. O Hélder tem dificuldades em calcular o lucro que a 
empresa faz com a venda de camisolas. Pergunto-lhe como se calcula mas ele não 
sabe responder. Dou-lhe um preço concreto, de 10 euros. Peço-lhe para ele calcular a 
quantidade de camisolas vendidas e o dinheiro ganho com a venda de camisolas. Ele 
calcula. A seguir diz que “se aumentar o preço das camisolas, o lucro ganho será 
menos”. Note-se que o Hélder ainda confunde o dinheiro ganho com o lucro. 
Experimenta P=11 Euros. Calcula Q(11) e o dinheiro ganho, constatando que este 
dinheiro é maior (do que com P=10 Euros). Pergunto: “Como é que se calcula o 
lucro ?” Responde: “Tem que se tirar o dinheiro gasto no fabrico”. Calcula 
correctamente o lucro. Experimenta P=12 Euros. Obtém um lucro correcto, ainda 
maior. Quer encontrar “um preço tal que o lucro seja o maior possível”. Mas a 
estratégia do Hélder não passa das tentativas numéricas e ele percebe que essa 
estratégia demora muito tempo. Com alguma ajuda da minha parte o Hélder percebe 
que o preço das camisolas tem que ser superior a 10 Euros, para a empresa ter lucro 
mas não sabe como encontrar o valor óptimo do preço. Passamos às respostas que o 
Hélder deu ao questionário. 
 O Hélder distingue as funções afim das quadráticas graficamente. Pergunto-
lhe se há mais diferenças. O Hélder continua a raciocinar graficamente. Pergunto-lhe 
se há diferenças algébricas. O Hélder diz que as funções quadráticas têm “membros 
elevados ao quadrado e membros com incógnitas”. Confunde termo com membro. 
Pergunto-lhe se as funções afim não têm termos com a incógnita. Diz que não. Peço-
lhe outro exemplo de uma função afim. Diz “y=20”. Note-se que o exemplo de 
função afim do Hélder, quando respondeu ao questionário, tinha sido “y=10”. Depois 
fica a pensar na função “y=x-1”. Traça o gráfico desta função com a calculadora 
verificando que é uma recta e diz que também é uma função afim. Peço-lhe a 
expressão geral das funções afim e finalmente escreve “y=ax+b”. Passamos à 
segunda pergunta. 
 Na primeira alínea o Hélder diz que escolheu uma função com concavidade 
voltada para baixo, isto é com “a” negativo. E optou pela hipótese iv (erradamente) 
porque os zeros da função são -3 e +3. Portanto confundiu a abcissa do vértice com 
um dos zeros da função. Na segunda alínea, verificou que todas as hipóteses tinham 
concavidade voltada para cima. Excluíu a terceira hipótese porque a abcissa do 
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vértice é 1 e não 2. Eliminou também as hipóteses i e iv porque pensa que 
correspondem a abcissas do vértice negativas. Não se lembrava porque é que tinha 
eliminado a hipótese ii. Em relação à terceira alínea, excluíu as funções com 
concavidade voltadas para cima, isto é, “a” positivo, e eliminou também a hipótese i 
por a ordenada do seu vértice ser 8 e não 4. Parece-lhe que se enganou na escolha da 
opção v (correcta) e devia ter escolhido antes a hipótese iii, f(x)=-(x+2)2+4, “porque 
tem abcissa +2”. Quanto à quarta alínea, pensou que teria que ser a hipótese iii ou iv, 
com ordenada na origem 8, mas como não sabia distinguir entre as duas optou pela 
hipótese v (erradamente).  
 Em relação ao problema do questionário, pensou que “um quadrado também 
pode ser um rectângulo”. Considerou primeiro dois quadrados, mas depois estudou 
um caso com igual perímetro, envolvendo dois rectângulos, que têm uma área menor. 
Portanto optou pelos dois rectângulos. Ou seja, o Hélder confundiu quadrado com 
rectângulo (genérico) e estudou um número muito limitado de casos. Portanto 
confirma-se a interpretação que tinha feito da sua resposta escrita a este problema.  
 
5.3. Entrevista à Andreia  
 
 Logo no primeiro período de 2011-2012, reparei que a Andreia era uma 
rapariga que intervinha oralmente nas aulas de forma quase sempre apropriada e 
matematicamente correcta. De facto, a Andreia é uma aluna que teve um bom 
desempenho na disciplina de Matemática, no 10º ano, com classificações de 17, 16 e 
16 valores, nos 1º, 2º e 3º períodos. Foi uma das duas alunas que tiveram melhor 
classificação no 3º período. No 9º ano, atingiu o nível 5, tanto no exame como na 
classificação final da disciplina de Matemática. Além disto, a Andreia obteve o 
melhor resultado da turma 10º-1, juntamente com o Hélder, na prova “Canguru 
Matemático sem Fronteiras 2012”, categoria Júnior, tal como referi na secção 
anterior.  
 A Andreia lê o enunciado do problema PE1 (anexo 6), com uma ou outra 
hesitação mas depois de ler a pergunta da primeira alínea diz: “Então, como a 
concavidade é voltada para baixo tem um máximo absoluto. O máximo absoluto é o 
vértice e então tinhamos que saber quais eram as coordenadas do vértice. E a altura, 
como é a altura, a ordenada do vértice ia dizer qual é a altura.” A Andreia, tal como o 
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Hélder consegue visualizar imediatamente qual é o sentido da concavidade do 
gráfico da função. Depois, é um pouco imprecisa, tal como o Hélder, quando diz que 
“o máximo absoluto é o vértice” mas logo a seguir diz, correctamente, que é a 
ordenada do vértice que determina a altura máxima. Para determinar as coordenadas 
do vértice, a Andreia segue o procedimento que ensinei nas aulas. Escreve que 
y(x)=a(x-h)2+k, expande (x-h)2, e identifica que a=-0,0005; -2ah=0,8 e ah2+k=100. 
Finalmente, determina correctamente que h=800 e k=420. Pergunto: “Qual é a altura 
máxima atingida pelo projéctil ?” A Andreia responde correctamente: “420 metros”.   
 Passamos à segunda alínea, que a aluna lê. A Andreia diz imediatamente que 
“tinhamos que saber qual é o zero positivo da função”.  Pergunto: “Como é que isso 
se faz ?” Responde: “Tinhamos que igualar a zero a equação. Depois através da 
fórmula resolvente ...” A Andreia utiliza um programa na calculadora para 
determinar os zeros de uma equação do segundo grau, introduzindo os valores dos 
coeficientes. Obtém os valores correctos dos zeros, e diz que o projéctil parte de 
x=0m pelo que o alcance vai ser o segundo zero, e escreve no papel que tem com ela: 
“O alcance do projéctil é 1716,52 m”, o que está correcto. Insisto um pouco mais: 
“Porque é que igualaste y(x) a zero ?” Responde: “Então, porque quando cai no mar 
é zero ...” Pergunto: “O que é que é zero ?” Responde: “A altura do projéctil.”  
 Passamos à terceira alínea, que a Andreia lê. Diz “Então, temos que descobrir 
os objectos para os quais a imagem está entre 0 e 75 metros.” Pergunto: “Como é que 
isso se faz ?” A Andreia diz que “já sabemos que para x=1716,52 a imagem é zero, e 
agora temos que determinar o objecto para o qual a imagem é 75m.” A aluna diz 
ainda que “temos que igualar a expressão a 75m” e escreve 75=-0,0005x2+0,8x+100. 
Determina as duas raízes desta equação quadrática na calculadora e diz que a raíz 
que interessa é x=1630,66. Portanto x   [1630,66; 1716,52]. Está correcto.  
Em suma, a Andreia não teve dificuldades com este problema, PE1. 
Resolveu-o todo correctamente.  
 Passamos ao problema PE2, da empresa “MalhasJovem” (anexo 6), que a 
aluna lê. Diz: “Então, para maximizar o lucro, a empresa tem que vender mais”. 
Depois olha para Q(P) e diz que o preço tem que ser o menor possível para Q ser 
maior. Primeiro diz que deve determinar o vértice desta função mas eu pergunto se 
essa função tem um vértice e a Andreia percebe que Q(P) não tem vértice por não ser 
do segundo grau. Pergunto que tipo de função é, e ela diz que é uma função afim. A 
seguir confirma, introduzindo a expressão algébrica da função na calculadora, para 
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visualizar o seu gráfico. Depois verifica que se P=0, Q é maior. Mas diz que “se eles 
dão as camisolas não têm lucro”. Depois, diz que as camisolas têm que custar mais 
de 10 Euros para “ganharem dinheiro”. Continua, “então, têm que custar 10 Euros e 
mais uns cêntimos, para ser maior que 10 Euros e venderem mais quantidade, mas 
não sei”. Discutimos um pouco o caso em que P=10 e depois a Andreia diz que deve 
ser P=10,01 Euros. Pergunto qual é o lucro nesse caso. Verificamos o resultado. 
Pergunto se será possível aumentar o lucro com um preço diferente de 10,01 Euros. 
A aluna diz que “acha que se aumentar, aumenta o lucro”. Experimenta P=12 Euros. 
Calcula correctamente o lucro e verifica que é maior. Pergunto: “Será possível a 
empresa ganhar ainda mais dinheiro?” A Andreia diz que quanto maior for o preço 
maior é o lucro mas menor é a quantidade de camisolas vendidas. A Andreia decide 
nesta altura ver qual é o preço para o qual a quantidade de camisolas vendidas é zero. 
Calcula P=40 Euros. Pergunto se a empresa tem lucro nesse caso. A Andreia diz que 
não. Diz que então as camisolas devem custar 39,99 Euros. Mas depois quer calcular 
o preço tal que Q=1. Mas o preço nesse caso é de 39,998 Euros. Pergunto qual é o 
lucro. Diz que é 29,998 Euros. Correcto. Pergunto se isso é bom. A Andreia diz que 
sim. Mas pergunto-lhe qual era o lucro com P=12. Ela recorda que o lucro era maior: 
28000 Euros. Pergunto: “O que é que é melhor ? P=12 ou P=39,998 ?”. Ela responde 
que P=12 é melhor. Depois diz: “Não sei. Tinhamos que fazer muitas contas ... eu 
não sei”. Fica a pensar. Diz: “Se vendermos muito caro o lucro diminui e se 
vendermos muito barato também diminui.” Finalmente diz: “O valor do meio.” 
Pergunto que valor é esse. Diz que o valor do meio é 20 Euros. Calcula o lucro neste 
caso: 100000 Euros. Constata que P=20 é melhor do que P=12. Mas ainda não tem a 
certeza de que P=20 seja o melhor preço. Experimenta P=20,01 Euros. Obtém um 
maior lucro. Andreia considera agora P=30. Obtém novamente um lucro de 100000 
Euros. Resolve então experimentar P=25 Euros. Obtém correctamente que L=112500 
Euros. Pergunto se ela acha que 25 é o melhor preço. Diz que não. Pergunto como é 
que se pode determinar se é ou não é. Responde que tem que ver o que acontece 
quando P=25,01 Euros. Portanto a Andreia mostra ainda um raciocínio muito 
numérico, com pouca utilização do simbolismo algébrico. Apesar de ser uma boa 
aluna em Matemática, ainda não tem um pensamento algébrico suficientemente 
desenvolvido. Voltando à entrevista, a Andrea, determina que o lucro para P=25,01 é 
menor do que para P=25. Faz o mesmo para P=24,99. Parece agora convencida de 
que o melhor preço é P=25.  
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 Passamos ao problema do questionário, dos canteiros. A Andreia diz que 
percebeu que apenas a soma de dois dos lados de um canteiro mais dois dos lados do 
outro canteiro teriam que ser 16m. Por isso escreveu a equação 2x+2y=16. Mas 
depois a Andreia considerou apenas um quadrado em vez dos dois quadrados, e não 
teve tempo para acabar a resolução. Passamos à alínea d da segunda pergunta. Diz 
que se baralhou. Estava indecisa entre a hipótese iii e a iv. Diz que foi ver qual era o 
vértice para ambas estas funções. Utilizou a técnica que eu ensinei nas aulas, tal 
como fez para a primeira alínea do problema PE1, mas enganou-se nos cálculos e 
compreende agora que se enganou na escolha da hipótese iv em vez da hipótese iii. 
Diz ainda que eliminou as outras possibilidades através da ordenada na origem, que 
tinha que ser 8. Quanto à alínea “e”, a Andreia diz que pensou numericamente e não 
graficamente, isto é explorou possibilidades numéricas para x e constatou que x teria 
que estar no intervalo [-3,3].   
 
5.4  Entrevista à Maria       
 
A Maria é uma aluna que tem tido um desempenho médio na disciplina de 
Matemática, durante o corrente ano lectivo de 2011-2012. Obteve 13, 13 e 12 valores 
no 1º, 2º e 3º períodos, respectivamente. No 9º ano, atingiu o nível 3 no exame de 
Matemática e na avaliação do 3º período. É uma aluna muito comunicativa, que 
coloca muitas vezes o dedo no ar para intervir oralmente durante as aulas.  
 Infelizmente, logo no início da entrevista à Maria, a bateria do gravador 
digital esgotou-se pelo que não foi possível fazer a sua gravação. Para contornar este 
imprevisto, fui tomando notas escritas da entrevista e, assim que cheguei a casa, 
redigi uma descrição do que se passou, para posteriormente poder escrever esta 
secção do meu relatório.  
 Como aconteceu nas duas entrevistas anteriores, começámos com o problema 
do projéctil, PE1 (anexo 6). A Maria leu o enunciado e a pergunta da primeira alínea. 
Começou por reconhecer que a função y(x) é quadrática e que o seu gráfico é uma 
parábola. Reconheceu também que a sua concavidade está voltada para baixo porque 
o coeficiente do termo de segundo grau é negativo. Esboçou então o gráfico da 
função. Inicialmente o esboço parecia indicar que ambos os zeros da função seriam 
positivos, mas a Maria corrigiu este primeiro gráfico, deslocando o eixo das 
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ordenadas para a direita de forma a que a ordenada na origem ficasse a ser 100m 
(para estar de acordo com o enunciado do problema). A Maria percebe que tem que 
encontrar a ordenada do vértice do gráfico mas não sabe como fazê-lo. Decide então 
recorrer à calculadora gráfica. Introduz a função e representa o seu gráfico. 
Inicialmente o gráfico não aparece devido à janela de visualização demasiado 
estreita, que estava definida. A Maria reconhece esse problema e, sem dificuldades, 
amplia a janela de visualização. Chega a um intervalo [-10,1000]×[-10,500]. O 
máximo da função fica claramente visível. A Maria utiliza o botão “trace”, da 
calculadora, para encontrar o máximo e o maximizante. Chega à conclusão de que as 
coordenadas do vértice são aproximadamente (800, 420). Pergunto qual é a altura 
máxima atingida pelo projéctil. A Maria responde que é por volta de 420 m. Em 
seguida, faz várias tentativas para representar algebricamente a função na forma        
“-0,0005(x-h)+k”. Não coloca (x-h) elevado ao quadrado, inicialmente. Experimenta 
vários valores de h. O seu objectivo é que -0,0005h dê 0,8. Experimenta uma função 
mais simples na parte inferior da folha: “2(x-3)+8”. Novamente não eleva (x-3) ao 
quadrado. Indica que h=3. Continua depois a pensar na função do enunciado, sem 
chegar a qualquer conclusão. Pergunto-lhe então se a função que ela escreveu é 
quadrática. A Mariana reconhece então que (x-h) tem que estar elevado ao quadrado. 
Faz mais algumas tentativas algébricas mas não chega a desenvolver o quadrado: (x-
h)2=(x2-2hx+h2). Experimenta várias possibildades para h: h=2a/b, h=ba, h=2ba. Não 
fica satisfeita com nenhuma. Passamos à alínea b. 
 A Maria mostra novamente conseguir visualizar bem a questão da segunda 
alínea, graficamente. No esboço que realizou com papel e caneta, indica o ponto 
onde o projéctil cai no mar como sendo o segundo zero da função y(x). Reconhece 
também que a base do promontório se situa na origem do referencial. Na calculadora 
percebe que tem que ampliar ainda mais a janela de visualização, para ver a 
intersecção do gráfico de y(x), com o eixo dos x. Diz que o ponto onde o projéctil cai 
sobre o mar é x igual a zero mas depois emenda dizendo que corresponde a y=0. Não 
parece saber como calcular o zero de y(x). Recorre à tabela numérica que tem na 
calculadora. Depois experimenta atribuir valores a x para obter y. Por exemplo 
experimenta x=1700, o que está próximo do valor exacto do zero que procura.  Não 
parece capaz de formalizar algebricamente a questão, com  a escrita da equação 
y(x)=0.  
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 Procura então escrever y(x) na forma y(x)=a(x-h)2+k. Escreve y(x)=a(x-
800)2+420. Tenta descobrir o valor de a. Primeiro experimenta a=1. Traça o gráfico 
de (x-800)2 +420. É claro que é muito diferente do gráfico de y(x). Experimenta a=9. 
Também verifica graficamente que não pode ser. Perecebe que o sinal de “a” tem que 
ser negativo. Introduz então a=-0,0005. Verifica, satisfeita, que obtém o gráfico de 
y(x). Os dois gráficos que tem introduzidos na calculadora coincidem. Confirma-o 
com alguns valores numéricos.  
 Retoma então a alínea b. Agora escreve -0,0005(x-800)2+420=0, ou seja já é 
capaz de escrever a equação relevante: y(x)=0. Porém, não parece saber como 
resolver esta equação. Escreve 0,0005(x-800)2=420, o que está correcto. Mas não 
parece saber como prosseguir, algebricamente. Resolve então escrever 0,0005(x-
800)=4202, ou seja,  em vez de extrair a raíz quadrada de (420/0,0005), eleva 420 ao 
quadrado, sem se precupar, aparentemente, com o factor 0,0005. Chega então a 
0,0005x-0,4=4202. Resolve esta equação linear e chega a um valor de x muito 
elevado, que percebe não fazer sentido. Não entende o que se está a passar.   
 A aluna teve ainda algum tempo, embora pouco, para pensar na alínea c, do 
primeiro problema, PE1, e para pensar no segundo problema, da empresa de malhas, 
PE2, mas não conseguiu fazer progresso. Como tinhamos já pouco tempo para o 
resto da entrevista, passei à conversa, com a Maria, sobre as respostas que ela 
apresentou no quastionário. Em relação ao problema, que era a pergunta 3 do 
questionário, a Maria desenhou dois quadrados, com lados de comprimento que 
designou por A e B. Depois, compreendeu que 4A+4B=16, tendo escrito esta relação 
algébrica e tendo mesmo escrito a mesma relação simplificada: A+B=4. No entanto, 
não escreveu a expressão algébrica para a área dos dois quadrados: A2+B2. Recorreu 
a exemplos numéricos. Considerou apenas duas possibilidades numéricas: A=1 e 
B=3, e A=2 e B=2. No primeiro caso, enganou-se nos cálculos, escrevendo que 
“3×3=6” e que portanto a área total é de “1+6=7”. Concluíu então, erradamente, que 
este caso é o mais favorável, visto que o caso A=2 e B=2 resulta numa área de 8 m2, 
que é maior. A Maria escreveu esta conclusão apesar de ter considerado apenas dois 
dos infinitos casos possíveis. Disse-me que não tinha tido tempo para experimentar 
outras possibilidades numéricas.  
 Em relação à segunda pergunta do questionário, na alínea d, a Maria percebeu 
que o vértice do gráfico é o ponto (3,-1). Escreveu portanto que f(x)=(x-3)2-1=            
x2-6x+9-1=x2-6x+8, o que coincide com a hipótese iii). Escolheu portanto 
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correctamente essa hipótese. Não colocou a possibilidade de se ter f(x)=a(x-3)2-1, 
com a≠1. O raciocínio completo exigia que, por exemplo com base num dos zeros da 
função, ou com base na sua ordenada na origem, se concluisse que a=1, mas a Maria 
não se preocupou com isso.  
 Na alínea “e” da segunda pergunta do questionário, a Maria escolheu, 
erradamente a primeira possibilidade: x≤3. Explicou-me que o seu raciocínio foi:        
“x2 ≤ 9  x ≤ 9 =3” . No entanto, disse-me que agora percebe que se enganou.  
 Não houve tempo para eu entender as respostas da Maria às restantes alíneas 
da segunda pergunta do questionário, nem para a Maria pensar mais um pouco sobre 
o problema PE2 e também sobre o problema PE1, visto que a doutora Paula Teixeira 
fez questão de que a entrevista teria que terminar.   
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Capítulo 6 
 
Reflexões finais e conclusões  
 
6.1 Estratégias e representações 
 
Começo por relembrar que as minhas duas questões investigativas iniciais 
foram: Em primeiro lugar, que estratégias e que representações é que os alunos 
utilizam na resolução de problemas envolvendo funções quadráticas ? E em segundo 
lugar, que erros e dificuldades evidenciam os alunos, na resolução de problemas 
envolvendo funções quadráticas ? É claro que estas duas questões estão interligadas. 
Por exemplo verifiquei durante a unidade de ensino que leccionei e também nas 
entrevistas que os alunos tendem a utilizar estratégias numéricas para resolver 
problemas envolvendo funções quadráticas, quando a função quadrática relevante 
não é dada (no enunciado) e portanto tem que ser determinada. Isso significa que os 
alunos revelam dificuldades com a determinação algébrica das funções quadráticas 
relevantes para estes problemas, ou seja, com o pensamento algébrico. Todavia, 
apesar da interligação entre as duas questões, tentarei, nesta primeira secção das 
minhas conclusões, focar a minha atenção nas estratégias e representações utilizadas 
pelos alunos. 
Como acabei de referir, quando a função quadrática relevante para um 
problema não foi dada no enunciado e era necessário que os alunos a determinassem, 
constatei, um pouco inesperadamente, que os alunos recorreram de forma bastante 
generalizada a estratégias numéricas. Estas estratégias consistiram no estudo de 
alguns exemplos numéricos, ou então, de forma mais organizada, na elaboração de 
uma tabela, com entradas numéricas, em que cada linha correspondia a um caso 
particular. Em seguida formularam uma conclusão. Isto sucedeu no primeiro 
problema que os alunos fizeram durante as aulas, que era um problema geométrico, 
com todos os alunos. Sucedeu também no problema do questionário (pergunta 3), 
que também era um problema geométrico, com mais de metade dos alunos. E 
sucedeu no problema PE2, das entrevistas. No caso do problema do questionário, a 
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grande maioria dos alunos que empregaram estas estratégias numéricas, explorou um 
número muito reduzido de exemplos e formulou uma conclusão unicamente nessa 
base.     
 Como vimos, a propósito do questionário, uma grande parte dos alunos 
identifica as funções quadráticas de forma gráfica. No entanto, o primeiro problema 
das aulas, foi abordado de forma numérica por todos os alunos, isto é, nenhum aluno 
procurou construir um gráfico de uma função a partir dos dados numéricos que 
estudou. O mesmo sucedeu com o problema do questionário e com o segundo 
problema das entrevistas, PE2. Só quando eu expliquei, com a ajuda da Andreia 
(segunda entrevistada) que tinha entretanto progredido em casa, como se 
determinava a função quadrática relevante para o primeiro problema das aulas, e 
apresentei a função, algebricamente, no quadro, é que os alunos esboçaram o seu 
gráfico. Concretamente, apenas três alunos não esboçaram o gráfico desta função nos 
cadernos. O enunciado do segundo problema continha a função quadrática, definida 
algebricamente (ao contrário do primeiro). Na resolução deste problema, apenas seis 
(entre vinte e seis) dos alunos não esboçaram o gráfico respectivo. Na resolução do 
terceiro problema das aulas, todos os alunos esboçaram o gráfico relevante. Na 
resolução do primeiro problema das entrevistas, PE1, cujo enunciado contém a 
definição algébrica da função quadrática relevante, os três entrevistados recorreram à 
representação gráfica, embora tenham utilizado preferencialmente a calculadora 
gráfica.  
 Os alunos aprenderam formalmente, a partir do início do segundo período de 
2011-2012, a trabalhar com a calculadora gráfica e a utilização deste instrumento foi 
enfatizada pela professora da turma. Na minha unidade de ensino, os alunos 
utilizaram a calculadora gráfica em tarefas de exploração de diferentes funções 
quadráticas e puderam também utilizar estas calculadoras na resolução dos três 
problemas realizados durante as aulas e nas entrevistas. Só não permiti que as 
utilizassem no questionário pelas razões que descrevi no início do capítulo anterior. 
Durante o trabalho autónomo dos alunos, circulei pela sala e apercebi-me que de 
facto os alunos utilizaram bastante as calculadoras gráficas. O mesmo sucedeu nas 
entrevistas. A terceira aluna entrevistada, em particular, determinou o máximo, da 
função relevante para o problema PE1, com base na calculadora gráfica.  
 Para os problemas geométricos, isto é, o primeiro problema das aulas (da 
cerca rectangular) e o problema do questionário (dos canteiros), todos os alunos 
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desenharam figuras representativas das situações descritas pelos enunciados. No 
entanto, para o segundo destes problemas, vários alunos admitiram, incorrectamente, 
a possibilidade dos canteiros serem rectângulos com lados diferentes, desenhando 
esses rectângulos. Deixaremos para a próxima secção uma discussão mais 
pormenorizada deste erro.  
 Na resolução do problema da cerca, que foi o primeiro problema das aulas, 
houve catorze alunos que escreveram a relação algébrica 2x+2y=32, onde x e y 
designam os comprimentos dos lados do rectângulo. Tipicamente desenharam o 
rectângulo, indicaram que tinha lados de comprimentos x e y, escreveram a relação 
anterior para o perímetro e simplificaram-na, na forma x+y=16. Muitos destes alunos 
também escreveram a expressão para a área: A=xy. No entanto, não progrediram 
mais, algebricamente, no sentido de determinar a área como função quadrática de 
apenas uma variável: x ou y. O que fizeram a seguir foi investigar possibilidades 
numéricas para x, y e consequentemente a área, A. Portanto, genericamente, os 
alunos mostraram algum pensamento algébrico mas não o suficiente para 
determinarem a função quadrática relevante. No problema do questionário, que 
também era um problema geométrico, vários alunos também escreveram expressões 
algébricas, nomeadamente a relação correcta para a soma dos perímetros: 4x+4y=16 
ou x+y=4. No entanto, quase todos estes alunos tentaram depois determinar a função 
quadrática relevante exactamente como foi feito para o problema da cerca, portanto 
de forma inapropriada e incorrecta. Assim, quase todos os alunos revelaram 
inexperiência e dificuldades com o pensamento algébrico. No segundo problema das 
entrevistas, PE2, nenhum dos dois entrevistados que o abordaram, incluindo a aluna 
com melhor desempenho matemático, procurou determinar algebricamente a função 
quadrática relevante e ambos continuaram a centrar-se em estratégias numéricas.  
  Quando os alunos tiveram a expressão algébrica para a função quadrática 
relevante em seu poder, mostraram genericamente ser capazes de reconhecer quando 
deviam procurar as coordenadas do vértice do seu gráfico ou determinar os seus 
zeros. Para determinar as coordenadas do vértice, procederam como ensinei nas 
aulas, com algumas excepções. Por exemplo o Duarte determinou primeiro os zeros 
da função e depois utilizou o facto da abcissa do vértice ser a sua média. Também 
nas entrevistas, só a Andreia é que utilizou o método que ensinei nas aulas. O Hélder 
utilizou uma fórmula que se encontra no manual e a Maria utilizou a calculadora 
gráfica. Portanto não creio que o método que ensinei nas aulas tenha sido assimilado 
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por todos os alunos. Para determinar os zeros de uma função quadrática os alunos 
utilizaram predominantemente a fórmula resolvente, embora alguns tenham tido 
dificuldades com esta fórmula, como referirei mais em pormenor na secção seguinte. 
Nas entrevista, apenas a Maria procurou determinar algebricamente o zero de uma 
função quadrática com todos os coeficientes não nulos, sem a fórmula resolvente. 
Nas aulas, apresentei o método canónico para resolver equações do segundo grau, 
que conduz à fórmula resolvente. Os alunos acharam graça ao método e utilizaram-
no no exercício que tiveram a seguir mas não o tornaram a utilizar. Provavelmente 
isso deveu-se principalmente ao facto de eu não ter tido tempo suficiente para 
mostrar mais vezes este método, durante as aulas.  
 Na resolução de inequações quadráticas, os alunos mostraram-se ainda muito 
ligados a técnicas algébricas, como as que aprenderam na resolução de inequações do 
primeiro grau e nas equações do segundo grau. O número de respostas erradas na 
quinta alínea da segunda pergunta do questionário, nomeadamente com a escolha da 
primeira opção (dez alunos), mostra que esta tendência se manteve em vários alunos.  
 Os resultados das primeiras quatro alíneas da segunda pergunta do 
questionário mostram que os alunos ainda têm dificuldades em fazer a conversão 
entre as representações gráfica e algébrica. Por exemplo um número significativo de 
alunos ainda identifica a abcissa do vértice de f(x)=a(x+h)2+k com +h e não com –h 
e um número significativo de alunos teve dificuldades em distinguir duas funções 
quadráticas com o mesmo vértice mas coeficientes “a” diferentes (embora com o 
mesmo sinal). No entanto, todos os alunos parecem ter compreendido bem a relação 
entre o sinal do coeficiente do termo de grau dois de uma função quadrática e o 
sentido da concavidade do seu gráfico.  
 Quando os alunos utilizaram estratégias numéricas na resolução de 
problemas, não procuraram articular a representação numérica ou tabelar da função 
relevante com a sua representação gráfica ou algébrica. Isso mostra que os alunos 
não estão suficientemente despertos para essa possibilidade.  
 Um aspecto da resolução de problemas, que foquei no segundo capítulo deste 
trabalho, foi a verificação dos resultados obtidos, com base no enunciado. Os alunos 
mostraram ainda ter pouca sensibilidade para esta etapa da resolução de problemas. 
Por exemplo o Duarte no segundo problema duplica a abcissa do vértice da função 
para obter o seu segundo zero. Ora isso só se pode fazer quando o primeiro zero é 
zero, que não era o caso. O Duarte poderia facilmente ter calculado o valor da função 
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para o número que tinha suposto ser o segundo zero e verificado que não obtinha 
zero, mas não o fez. Na primeira entrevista, o Hélder obteve dois zeros positivos para 
a função relevante para o primeiro problema, PE1, porque se enganou na fórmula 
resolvente. Poderia ter constatado facilmente com o gráfico que tinha na calculadora 
que o primeiro zero da função tinha que ser negativo mas não se lembrou ou não se 
preocupou com isso. No problema do questionário, alguns alunos concluiram que os 
canteiros do Sr. Silva eram rectângulos com lados diferentes, o que não está de 
acordo com a especificação do enunciado. Poderiam ter tido o cuidado de reler o 
enunciado após terem obtido esta conclusão mas parece que não o fizeram. Claro que 
esta conclusão errada resulta em parte de uma confusão conceptual entre quadrado e 
rectângulo mas os alunos que concluiram que os canteiros eram rectângulos não 
quadrados não mostraram uma preocupação com a revisão desta conclusão. 
    
6.2 Erros e dificuldades 
 
A dificuldade dos alunos que mais me impressionou e que foi um pouco 
inesperada para mim, foi a dificuldade dos alunos em determinar as funções 
quadráticas relevantes, algebricamente. Esta dificuldade ocorreu com todos os 
problemas com esta característica: o primeiro problema das aulas (da cerca), o 
problema do questionário (dos canteiros) e o segundo problema das entrevistas, PE2 
(da empresa fabricante de malhas). E ocorreu com todos os alunos, incluindo os 
alunos com melhor desempenho matemático. No primeiro problema das aulas, os 
alunos empregaram, todos, uma estratégia numérica. No problema do questionário a 
maioria dos alunos continuou a empregar uma estratégia numérica mas também 
houve alguns alunos que tentaram uma estratégia mais algébrica, que no entanto foi 
decalcada da estratégia que tinham observado para a resolução do primeiro problema 
e não era adequada ao problema que estavam a resolver, contendo portanto vários 
erros, como referi no capítulo anterior. Finalmente, os dois alunos que entrevistei, 
com quem pude discutir o problema PE2, não foram além do estudo de alguns casos 
numéricos, ou seja, nenhum destes alunos determinou a forma algébrica da função 
quadrática relevante.      
Estas dificuldades indiciam alguma inexperiência por parte destes alunos com 
o pensamento algébrico – sobretudo com o pensamento algébrico ligado a funções e 
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equações com variáveis reais. Parece-me portanto importante reforçar 
significativamente esta componente do ensino matemático no 3º ciclo. Durante o 
mestrado em ensino da Matemática, discutimos algumas tarefas que tinham por 
objectivo o desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos, mas foram todas 
tarefas que envolviam sequências, de números e figuras. Parece-me que estas tarefas 
são sem dúvida interessantes mas também é necessário os alunos trabalharem com 
fórmulas e relações algébricas envolvendo números reais, como já mencionei 
anteriormente. Todavia, parece-me expectável que, mesmo que os alunos tenham 
mais oportunidades para praticar o pensamento algébrico, subsistam algumas 
dificuldades, que é necessário procurar estudar e entender melhor.     
 Há mais observações a fazer quanto a este ponto. Em primeiro lugar, a maior 
parte dos alunos que adoptou estratégias numéricas, estudou um número bastante 
reduzido de casos, de uma forma pouco sistemática. Isto revela alguma falta de 
sensibilidade dos alunos para a necessidade de obter uma certeza matemática, 
baseada no exame de todos os infinitos casos numéricos. Por outro lado, os alunos 
que estudaram mais casos numéricos, de uma forma sistemática, nunca tentaram 
traçar um gráfico baseado nesses dados. Creio que é importante sensibilizar os 
alunos, desde pelo menos o terceiro ciclo do ensino básico, para a associação entre as 
representações numérica e gráfica. Se os alunos tivessem traçado um gráfico, 
baseado nos dados numéricos que obtiveram, teriam mais facilmente chegado à 
representação algébrica da função quadrática relevante.  
 As respostas dos alunos à primeira pergunta do questionário mostra que a 
maioria dos alunos associa às funções quadráticas um gráfico que é uma parábola. 
Estas respostas também mostram que os alunos distinguem claramente as funções 
quadráticas das funções afim, nomeadamente na perspectiva gráfica. O meu 
acompanhamento dos alunos durante as aulas e nas entrevistas mostrou ainda que a 
grande maioria dos alunos compreende bem a influência que o sinal do termo de 
maior grau tem sobre o gráfico de funções quadráticas.   
 Os alunos utilizaram frequentemente as calculadoras gráficas na resolução 
dos problemas das aulas e também durante as entrevistas. Nas aulas fiquei com a 
impressão de que em geral os alunos sabiam utilizar as calculadoras gráficas e nas 
entrevistas pude seguir com mais pormenor a utilização destes instrumentos pelos 
alunos. Constatei, por exemplo, que os três entrevistados sabiam definir uma janela 
de visualização adequada à função quadrática que estavam a considerar, bem como 
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ao contexto do problema. Também mostraram saber movimentar um cursor sobre o 
gráfico para visualizarem as coordenadas de alguns dos seus pontos e a Maria 
mostrou saber passar da representação gráfica para a numérica com à vontade. A 
calculadora gráfica parece-me sem dúvida um instrumento muito útil para os alunos 
pois permite-lhes, efectivamente, converter facilmente a representação algébrica de 
uma função na sua representação gráfica. Contudo, nas fotocópias das produções 
escritas dos alunos verifiquei que houve cinco alunos que esboçaram o gráfico da 
função do segundo problema, y(t)=-4,9 t2 + 15t + 1,3, a passar na origem do 
referencial. Os gráficos destes alunos estão correctos na medida em que apresentam 
uma parábola voltada para baixo e a abcissa do vértice é positiva mas a ordenada na 
origem que apresentam não é claramente diferente de zero (e positiva). As respostas 
à segunda alínea da segunda pergunta do questionário também mostram que um 
grande número de alunos não adquiriu ainda sensibilidade para a ordenada na origem 
associada a uma dada função quadrática.  
 Para além da determinação de uma dada função quadrática, os problemas 
sobre funções quadráticas incidem, dum ponto de vista matemático, na determinação 
das coordenadas do vértice do gráfico de uma função quadrática, na determinação 
dos seus zeros (eventualmente apenas de um destes zeros), ou na resolução de 
inequações quadráticas.  
 Em relação ao vértice, eu ensinei, nas aulas, uma certa técnica algébrica para 
determinar as suas coordenadas, que descrevi em pormenor no terceiro capítulo deste 
trabalho. Enquanto circulava pela sala e observava os alunos a determinar o vértice 
de uma função quadrática, pareceu-me que, em geral, os alunos procediam como lhes 
tinha ensinado. No entanto, o Duarte (como referi anteriormente) e a Natália, no 
segundo problema das aulas, determinaram a abcissa do vértice como sendo a média 
dos zeros o que pode indiciar alguma dificuldade com a assimilação da técnica que 
ensinei. As fotocópias dos cadernos dos alunos mostram ainda que outros dois alunos 
não determinaram as coordenadas do vértice e dois outros alunos determinaram 
apenas a sua abcissa. Mas houve alguns alunos que me interpelaram directamente, 
enquanto resolviam o primeiro ou o segundo problema, manifestando dificuldades 
algébricas com a técnica que ensinei. Ou com o estabelecimento das equações           
-2ah=b e ah2+k=c, que permitem determinar h e k, ou então com a resolução destas 
equações. Nas entrevistas, só a Andreia é que aplicou este método correctamente e 
sem dificuldades. O Hélder não utilizou o método que ensinei mas sim a fórmula que 
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se encontra no manual (Costa, 2010): V=(-b/2a, f(-b/2a)). Além disto, determinou a 
abcissa do vértice quando se pretendia a sua ordenada. Finalmente, esqueceu-se do 
factor 2 da expressão para a abcissa. A Maria utilizou a calculadora gráfica para 
determinar o vértice. As respostas dos alunos à alínea d da segunda pergunta do 
questionário, também mostram que muitos alunos têm dificuldade na determinação 
das coordenadas do vértice. Em suma, parece-me que uma boa parte dos alunos teve 
dificuldades com a técnica que ensinei. Penso que necessitavam de mais prática na 
determinação do vértice de funções quadráticas, nas aulas e em casa.  
 A unidade de ensino que planeei partiu do pressuposto de que os alunos 
sabiam resolver equações quadráticas, nomeadamente com a fórmula resolvente. No 
entanto, a análise das produções escritas dos alunos mostrou que dois dos alunos não 
escreveram correctamente a fórmula resolvente nos cadernos, na resolução do 
segundo problema. Adicionalmente, o Hélder, na entrevista, mostrou não saber 
escrever correctamente a fórmula resolvente e quando obteve um radicando negativo 
a partir da fórmula (errada) que escreveu, prosseguiu exactamente como se o 
radicando fosse positivo. A Maria, quando quis resolver uma equação quadrática 
com os três termos não nulos, não recorreu à fórmula resolvente e tentou antes 
resolver a equação algebricamente, de forma incorrecta. Portanto, não é possível 
dizer que todos os alunos da turma sabem resolver equações quadráticas, 
nomeadamente com recurso à fórmula resolvente. Subsistem dificuldades com estas 
equações. 
Ainda no que diz respeito às equações quadráticas, ensinei com dois 
exemplos os alunos a resolver equações quadráticas com o método algébrico que 
conduz à fórmula resolvente. Os alunos acharam graça e alguns utilizaram o método 
pontualmente, no exercício seguinte, mas não o passaram a utilizar sistematicamente, 
ou por não terem assimilado o método ou por não terem entendido que o método era 
geral. No entanto, devo dizer que não tive o tempo necessário para expôr o método 
com toda a generalidade e com mais exemplos, nem os alunos tiveram 
manifestamente tempo para o pôr em prática, nas aulas e em casa.  
 Os métodos de resolução de inequações quadráticas são bastante diferentes da 
resolução algébrica de inequações do primeiro grau, que é ensinada no 3º ciclo do 
ensino básico. O método que eu ensinei para a resolução de inequações quadráticas 
foi o método gráfico, que é muito importante na resolução de inequações não lineares 
genéricas. Uma das dificuldades de alguns alunos resultou destes alunos procurarem 
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resolver certas inequações quadráticas de forma puramente algébrica. Por exemplo, 
na resolução da inequação -3x2+7 ≥ 0, os alunos chegavam algebricamente, de forma 
correcta, a “x2 ≤ 7/3”, mas depois concluiam, ainda num registo algébrico, que “x ≤ 
± 3/7 ”, o que não é correcto. Eles procuram resolver a inequação quadrática tal 
como resolvem inequações com funções afim e como resolvem a equação quadrática 
correspondente. Pode-se também dizer que procuram aplicar uma mesma operação, a 
raíz quadrada, a ambos os membros da inequação. Ora, é possível, na resolução de 
uma inequação, operar com uma função, digamos g, sobre ambos os membros da 
inequação, mantendo o sentido da desigualdade, se esta função, g, for estritamente 
crescente. Mas se o fizermos com a função g(x) = + x , obtemos |x| ≤ 3/7 , e não o 
que os alunos obtiveram. Eu não expliquei este raciocínio nas aulas. O que fiz foi 
explorar algumas possibilidades numéricas para x, para os alunos entenderem que de 
facto, x   [- 3/7 , + 3/7 ]. Também enfatizei que os alunos precisavam de 
esboçar e observar o gráfico de f(x)=-3x2+7, no caso do exemplo que referi, ou o 
gráfico da função quadrática relevante para a inequação que estivessem a resolver. 
No questionário, coloquei uma alínea com a inequação x2 ≤ 9, com cinco opções para 
a sua resolução, entre as quais “x ≤ 3”. Verifiquei que vários alunos escolheram esta 
opção errada, pelo que esta dificuldade com inequações quadráticas não foi superada. 
Penso que uma forma de combater esta dificuldade é apresentar o método gráfico 
para a resolução de inequações do primeiro grau, ainda no 3º ciclo, o que raramente é 
feito.    
 A segunda alínea do terceiro problema das aulas continha uma inequação. 
Fiquei com a impressão de que muitos alunos a conseguiram resolver mas é difícil 
fazer uma avaliação rigorosa apenas com base nas observações que fiz durante essa 
aula. Nas entrevistas, a Andreia resolveu a inequação da terceira alínea do problema 
PE1, correctamente e sem dificuldades mas o Hélder não conseguiu resolver esta 
alínea, embora tivesse procurado raciocinar a partir do gráfico que tinha na 
calculadora. A Maria também não conseguiu resolver esta alínea no pouco tempo de 
que dispôs para o fazer.  
 Parece-me portanto que os alunos precisavam de mais tempo para praticar a 
resolução de inequações, nas aulas e em casa.  
 Na primeira alínea do terceiro problema das aulas, os alunos precisavam de 
converter a representação gráfica de uma função quadrática na sua representação 
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algébrica. Observei que os alunos tiveram bastantes dificuldades com esta questão. 
Gradualmente, cerca de quatro dos seis grupos conseguiu resolvê-la, a começar com 
o grupo da Madalena. As primeiras quatro alíneas da segunda pergunta do 
questionário também incidiram sobre este tipo de conversão. Houve vários erros nas 
alíneas b, c e d, como descrevi no capítulo anterior, que evidenciam dificuldades que 
os alunos ainda têm com este tipo de questão. Na alínea b, vários alunos escolheram 
a primeira opção, não parecendo portanto despertos para a a necessidade da ordenada 
na origem da função ser 2 (e não 1). Na alínea c, vários alunos mostraram confundir 
a função f1(x)=-(x+2)2+4, com f3(x)=-(x-2)2+4, ou seja associaram uma abcissa h>0, 
à representação algébrica f(x)=a(x+h)2+k. O Hélder manteve esta associação errada 
na entrevista, quando discutimos a resposta que deu a esta alínea.  
 No problema geométrico do questionário (dos canteiros) vários alunos 
fizeram confusão com os conceitos de quadrado e rectângulo, admitindo a 
possibilidade dos canteiros serem rectângulos não quadrados. Alguns destes alunos 
tentaram aplicar o raciocínio que expus nas aulas para a resolução do primeiro 
problema (da cerca rectangular) e portanto descreveram algebricamente canteiros 
rectangulares genéricos. Outros admitiram a possibilidade dos canteiros serem 
rectângulos genéricos porque “um quadrado também é um rectângulo”. Ou seja, 
mostraram não ter ainda uma definição conceptual precisa de quadrado e de 
rectângulo, sendo o quadrado um tipo de rectângulo específico, com os quatro lados 
iguais.  
 Como disse, muitos alunos adoptaram estratégias numéricas para resolver 
problemas como os que referi no parágrafo anterior. A análise dessas resoluções 
mostra que muitos alunos se contentaram com o estudo de um número muito 
reduzido de casos numéricos, sem se preocuparem, nem com as infinitas 
possibilidades existentes, nem com uma justificação rigorosa das suas conclusões.  
 Encontrei também evidência para o facto de alguns alunos não se 
preocuparem com uma revisão dos resultados ou conclusões que obtiveram nos 
problemas. Por exemplo alguns alunos, no problema do questionário, propuseram 
canteiros com medidas que contradizem claramente o perímetro especificado no 
enunciado. Há ainda o facto de alguns alunos terem proposto canteiros rectangulares, 
não quadrados, que já mencionei atrás. Penso que isso resultou em grande parte de 
uma confusão conceptual mas se estes alunos tivessem tido uma preocupação com 
uma revisão das suas conclusões, à luz do enunciado, poderiam ter modificado esta 
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conclusão, que obviamente contradiz o enunciado. Mas os alunos tiveram pouco 
tempo para responder ao questionário. O Hélder, na entrevista, a propósito do 
problema PE1, também obteve dois zeros positivos para a função, o que não faz 
sentido à luz do enunciado e poderia portanto ter sido posto em causa. 
 Parece-me portanto que continua a ser necessário reforçar a prática da 
resolução de problemas, durante o ensino básico.  
Também notei em vários alunos alguma confusão entre precisão numérica e 
unidades. Por exemplo, quando peço para os alunos arredondarem certos resultados 
aos centímetros, vários sentem a necessidade de os apresentar em centímetros em vez 
de os apresentarem em metros - as unidades do enunciado - com duas casas decimais. 
Mais concretamente, se os alunos obtêm um resultado de 2  metros (m) para um 
certo comprimento, digamos L, quando peço um arredonadamento aos centímetros 
(cm), alguns destes alunos escrevem “L=141 cm” e não L=1,41 m. Isso aconteceu 
por exemplo com o Hélder, na entrevista, e acresce que este aluno não converteu 
correctamente metros em centímetros. No entanto, parece-me que esta ligeira 
confusão resulta de eu pedir um arredondamento aos “centímetros” – mencionando a 
unidade centímetros - em vez de pedir um arredondamento com duas casas decimais, 
e creio que pode ser facilmente ultrapassada com o devido esclarecimento. Verifiquei 
também alguns erros pontuais de cálculo, como “3×3=6” ou “3,5×3,5=9,25”. 
Contudo, estas confusões e erros não têm directamente que ver com o tema do 
presente trabalho.  
    
6.3.  Mobilização dos conhecimentos adquiridos 
 
O presente trabalho envolveu o ensino de uma unidade temática e parece-me 
importante tentar compreender como é que os alunos mobilizaram os conhecimentos 
que esta unidade lhes proporcionou para resolver problemas envolvendo funções 
quadráticas. Esta é, de resto, a terceira questão do trabalho. 
 No questionário, os alunos afirmaram maioritariamente que gostaram das 
tarefas de exploração de funções quadráticas, com as calculadoras gráficas. Estas 
tarefas tiveram como objectivo que os alunos compreendessem a forma quadrática        
f(x)=a(x-h)2+k e conseguissem associar facilmente esta representação algébrica à 
representação gráfica correspondente, nomeadamente ao vértice V=(h,k). Parece-me 
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que todos os alunos compreenderam que o gráfico de uma função quadrática é uma 
parábola e a influência que o sinal do parâmetro “a” tem sobre o gráfico de uma 
função quadrática. No terceiro problema das aulas (da ponte), todos os alunos 
pareceram associar sem dificuldade as coordenadas do vértice V=(h,k) à 
representação algébrica f(x)=a(x-h)2+k. No entanto, parece-me que subsistiram 
algumas dúvidas sobre as coordenadas do vértice, na medida em que alguns alunos 
associaram a representação algébrica f(x)=a(x+h)2+k a um gráfico com vértice 
V=(h,k), na alínea c da segunda pergunta do questionário. Creio que os alunos 
precisavam ainda de mais prática neste tipo de questão.  
A utilização das calculadoras gráficas pelos alunos faz parte do programa de 
Matemática do ensino secundário e processou-se na continuação do trabalho que a 
professora destes alunos tinha já iniciado, em Janeiro de 2012. Como disse, os alunos 
afirmaram gostar de utilizar este instrumento e utilizaram-no constantemente para a 
resolução dos problemas, nas aulas e nas entrevistas. Mostraram à vontade com o 
instrumento, nomeadamente na escolha de janelas de visualização apropriadas. A 
calculadora gráfica parece-me sem dúvida muito útil para os alunos explorarem 
facilmente a relação entre a representação algébrica de uma função e a sua 
representação gráfica.  
 Dum ponto de vista matemático, muitas questões em problemas com funções 
quadráticas têm que ver com a determinação das coordenadas do vértice do gráfico 
destas funções. Isso sucedeu também nos problemas que dei aos alunos. Nas aulas eu 
ensinei uma certa técnica para determinar estas coordenadas, quando a função se 
encontra na sua forma canónica. Observei que a maior parte dos alunos procurou 
aplicar esta técnica nas aulas mas houve dúvidas de alguns alunos e dois alunos 
utilizaram uma técnica diferente para resolver este tipo de questão, ainda nas aulas. 
Nas entrevistas, a Andreia aplicou sem dificuldade a técnica que ensinei mas o 
Hélder e a Maria utilizaram outras estratégias. Continua-me a parecer que a técnica 
que ensinei é a mais simples, mas parece-me claro que os alunos precisavam de mais 
prática e que beneficiariam se tivesse havido mais tempo para explorarem conexões 
entre a técnica que ensinei e as técnicas que eles procuraram utilizar. Os alunos 
pareceram genericamente ser capazes de identificar, no contexto de um dado 
problema, quando era necessário determinar as coordenadas do vértice. No entanto, o 
Hélder, na entrevista, mostrou confundir a abcissa e a ordenada do vértice.  
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Da mesma forma, pareceu-me que, no contexto de um dado problema, os 
alunos foram capazes de identificar quando tinham que determinar os zeros de uma 
função quadrática. Nas minhas aulas, eu supus que os alunos já tinham aprendido a 
resolver equações quadráticas mas verifiquei nas entrevistas que o Hélder e a Maria 
ainda tinham dificuldades com esta questão pelo que teria sido adequado dedicar 
algum tempo à sua revisão.  
Também supus que os alunos tinham praticado suficientemente o pensamento 
algébrico para poderem determinar funções quadráticas no contexto do enunciado de 
certos problemas. Ficou absolutamente claro que não foi esse o caso e parece-me que 
os alunos precisavam de ter tido mais experiência com o pensamento algébrico, no 3º 
ciclo do ensino básico.  
Pareceu-me também ser necessário reforçar a prática da resolução de 
problemas no ensino básico. Vários alunos manifestamente não fizeram uma revisão 
dos resultados que obtiveram na resolução dos problemas, nem procuraram justificar 
as suas conclusões. Novamente, teria sido necessário mais tempo para discutir nas 
aulas estratégias diferentes para a resolução de problemas concretos e ideias 
genéricas sobre a resolução de problemas.   
 Na resolução de inequações, a entrevista com a Andreia mostrou que esta 
aluna compreendeu e utilizou o método gráfico que ensinei nas aulas, mas a 
entrevista com o Hélder mostra que subsistiram dificuldades por parte dos alunos e 
que, novamente, é necessário que estes pratiquem mais este tipo de questão, nas 
aulas e também em casa.  
 Uma das principais conclusões desta secção é sem dúvida a necessidade de 
mais tempo para os alunos praticarem a resolução de tarefas mais rotineiras 
envolvendo funções quadráticas, na sala de aula e em casa, e também de mais tempo 
para praticarem a resolução de problemas envolvendo funções quadráticas, na sala de 
aula e em casa. Efectivamente, parece-me que as seis aulas de noventa minutos, que 
estavam inicialmente previstas para esta unidade de ensino, não são suficientes. 
Aliás, a professora da turma resolveu posteriormente continuar com o ensino das 
funções quadráticas até à última semana de Abril (embora não tenha havido duas 
semanas de aulas, entretanto, devido às férias da Páscoa).  
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6.4.  Considerações finais 
 
Globalmente, considero que a minha experiência com a turma 10º-1 foi 
positiva. No início do ano lectivo estava um pouco receoso porque nunca tinha dado 
aulas ao nível do ensino básico ou secundário mas o bom comportamento, a atitude 
positiva e, pode mesmo dizer-se, a simpatia dos alunos desta turma, rapidamente 
dissiparam estes meus receios iniciais e a minha experiência foi bastante boa.  
Como disse, penso que os alunos revelaram dificuldades com o pensamento 
algébrico e que teriam beneficiado com uma maior experiência com este tipo de 
pensamento, no 3º ciclo e até mesmo no 2º ciclo. Não tive oportunidade nem me 
cabia a mim, na breve unidade de ensino que leccionei, procurar combater essas 
dificuldades mas tive alguma pena de não o poder fazer. De forma semelhante, o 
tempo de que dispus não me pareceu suficiente para o ensino das funções 
quadráticas, incluindo a resolução de problemas, mas tive que me limitar ao tempo 
que havia sido combinado previamente.  
Genericamente, talvez fizesse sentido os alunos de um mestrado de ensino 
terem mais algum tempo de experiência docente. 
O presente trabalho teve uma componente de investigação em educação 
matemática. No meu caso esta componente centrou-se na resolução de problemas 
envolvendo funções quadráticas. Parece-me que foi uma boa oportunidade para 
estudar alguma da literatura científica produzida neste domínio e para reflectir com 
rigor sobre o ensino e a aprendizagem das funções quadráticas e de problemas 
envolvendo funções quadráticas. Fiquei com a ideia de que há ainda bastante 
trabalho para fazer nesta área, por comparação com o que se passa, por exemplo, na 
área das funções afim.    
Fiquei um pouco surpreendido com as entrevistas. Verifiquei que o contacto 
prolongado com um aluno, individualmente, me permitiu compreender com bastante 
mais pormenor e rigor as suas dificuldades e estratégias. Tive portanto pena de ter 
tido apenas uma hora para cada entrevista e parece-me que para um trabalho mais 
aprofundado é desejável um contacto individual mais extenso – repartido por várias 
sessões do tipo que realizei neste trabalho - e com mais alunos.  
A minha experiência com esta unidade de ensino também me permitiu pôr em 
prática algumas das ideias chave que nos foram transmitidas durante o mestrado. Por 
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exemplo, a necessidade de trabalho autónomo por parte dos alunos, a utilização da 
calculadora gráfica, a importância da resolução de problemas, a importância do 
pensamento algébrico, a questão das representações, a estruturação das aulas, as 
discussões colectivas, etc. Pude ainda conversar de forma aberta e crítica sobre as 
aulas com os meus orientadores pedagógicos e científicos, bem como com a 
professora habitual dos alunos. Agradeço mais uma vez a todos.    
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Anexo 1 
 
Planeamento da unidade de ensino “Funções Quadráticas” 
do 10º ano de Matemática A  
 
1.  Local e duração da unidade de ensino 
 
O programa de Matemática A do 10º ano do ensino secundário, está dividido 
em quatro partes. A primeira parte incide na resolução de problemas sobre tópicos de 
Matemática que foram estudados durante o terceiro ciclo do ensino básico. O 
segundo grande tema do programa é “geometria no plano e no espaço”, o terceiro 
grande tema é “funções e gráficos de funções” e o quarto é “estatística”. A unidade 
de ensino que é objecto da presente planificação denomina-se “Funções Quadráticas” 
e é um capítulo que se insere no terceiro tema, das funções. Este terceiro tema é 
leccionado durante o segundo período escolar – entre Janeiro e Abril – e está previsto 
que a leccionação do capítulo das funções quadráticas decorra durante seis unidades 
lectivas, de noventa minutos cada, nos dias 27 e 29 de Fevereiro do corrente ano de 
2012, e nos dias 1, 5, 7 e 8 de Março do mesmo ano. Existe ainda a possibilidade de 
se utilizar uma sétima aula de noventa minutos, no dia 12 de Março. A referida 
unidade de ensino será leccionada à turma 10º-1, de Matemática A, da doutora Paula 
Teixeira, da escola secundária com 2º e 3º ciclos, D. João V, na Damaia, arredores de 
Lisboa.  
 
2.  Enquadramento da unidade de ensino 
 
O tema das funções é um tema que começa por ser estudado durante o 
terceiro ciclo do ensino básico. Concretamente, estudam-se as funções afins, isto é, 
funções da forma f(x)=mx+n, onde m e n são parâmetros reais, e estudam-se também 
as funções proporcionalidade inversa, isto é, funções da forma f(x)=k/x, onde k é um 
parâmetro real (geralmente positivo). Alguns alunos estudaram ainda as funções 
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quadráticas da forma simples, f(x)=ax2, onde a é um parâmetro real diferente de zero. 
Em todos estes exemplos, é trabalhada a representação gráfica.  
O tema das funções surge então, novamente, durante o segundo período do 
10º ano, como referimos na secção anterior. É iniciado com um capítulo intitulado 
“Generalidades sobre funções e gráficos de funções”. Neste capítulo a noção de 
função é tratada de forma bastante geral. Nomeadamente as noções matemáticas de 
função e gráfico de uma função, são definidas; são definidas também as noções de 
domínio e contradomínio de uma função, injectividade ou não de uma função, zeros 
de uma função e intervalos de monotonia de uma função – onde a função é crescente 
(em sentido estrito ou sentido lato) ou decrescente (em sentido estrito ou sentido lato) 
– e extremos de uma função (máximos ou mínimos). Neste capítulo é também 
introduzido o uso da calculadora gráfica.  
Ainda sob o grande tema das funções, segue-se um capítulo sobre funções 
afim, onde são revistas algumas ideias que os alunos já trazem do ensino básico e são 
também realizadas algumas explorações com a calculadora gráfica. Dá-se ainda 
alguma ênfase à modelação. Surge então o capítulo das funções quadráticas, isto é 
funções da forma f(x)=ax2+bx+c, com parâmetros a, real diferente de zero, e b e c 
reais quaisquer, que é objecto da presente planificação. Descreveremos mais adiante, 
com algum pormenor, os objectivos deste capítulo. Segue-se um capítulo dedicado à 
função módulo e um capítulo dedicado a funções polinomiais, com alguma ênfase 
nas funções cúbicas. Finalmente, há ainda um capítulo em que se exploram 
diferentes transformações de funções: f(x) → f(x-z),  f(x) → f(x)+z, f(x) → f(zx) ou 
f(x) → zf(x), onde z é um número real qualquer, e ainda f(x) → |f(x)|.   
 
3.  Objectivos da unidade de ensino “Funções Quadráticas”  
 
 
1. Compreender que as funções quadráticas constituem uma família de funções, 
da forma f(x)=ax2+bx+c, caracterizadas por 3 parâmetros: b e c reais 
quaisquer, e a≠0. E que portanto constituem uma família diferente da família 
das funções afim ou proporcionalidade inversa.  
 
2. Traçar o gráfico das funções quadráticas mais simples, caracterizadas por b=0 
e c=0, isto é, f(x)=ax2, para diferentes valores do parâmetro a≠0, e 
compreender o efeito que o parâmetro a tem sobre o seu gráfico. Utilizar a 
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calculadora gráfica. A representação gráfica será constantemente enfatizada 
durante esta unidade de ensino. 
 
3. Compreender as propriedades das funções f(x)=ax2: eixo de simetria (e 
consequente não injectividade), existência de um extremo em x=0 – mínimo 
para a>0 e máximo para a<0. 
 
4. Compreender que o gráfico de f(x)=ax2 é um tipo de curva a que se chama 
parábola. Compreender que o vértice destas parábolas é sempre V=(0,0). 
Compreender que a uma dada parábola se encontra associado um ponto 
particular, o seu foco, e uma reta particular, a directriz, e o significado 
geométrico que estes objectos têm. Verificar que para f(x)=ax2, o foco da 
parábola tem coordenadas (0,1/(4a)) e a directriz tem equação y=-1/(4a). 
Verificar que a parábola que se obtem rodando o gráfico de f(x)=ax2 de um 
ângulo θ≠ 0º ou 180º produz uma outra parábola que não é o gráfico de uma 
função. Por exemplo considerar o caso em que θ=90º, para a>0. 
 
5. Discutir alguns exemplos das ciências e engenharias em que surgem as 
funções quadráticas: a trajectória de um objecto lançado ao ar (com 
velocidade inicial não vertical), as antenas parabólicas, as estruturas 
parabólicas na construção civil, etc.  
 
6. Resolver a equação f(x)=ax2=0 e inequações da forma f(x)=ax2>0. 
 
7. Traçar o gráfico de funções quadráticas da forma f(x)=ax2+k=ax2+c (aqui k é 
um parâmetro real igual ao parâmetro c). Compreender o papel que têm os 
parâmetros a e k (ou c). Compreender as propriedades de f. Determinar as 
coordenadas do vértice da parábola correspondente. Resolver a equação 
f(x)=0 (quando possível) e inequações f(x)>0 (ou –f(x)<0). 
 
8. Traçar o gráfico de funções quadráticas da forma f(x)=a(x-h)2, com h real. 
Compreender o efeito que os parâmetros a e h têm no seu gráfico. 
Compreender as propriedades de f. Determinar as coordenadas do vértice da 
parábola. Resolver f(x)=0 e f(x)>0 (ou –f(x)<0). 
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9. Traçar o gráfico de funções quadráticas da forma f(x)=a(x-h)2+k, com h e k 
reais. Compreender o efeito que os parâmetros a, h e k têm no gráfico de f. 
Compreender as propriedades de f. Determinar as coordenadas do vértice 
respectivo. Resolver f(x)=0 (quando possível) e f(x)>0. 
 
10. Converter a função quadrática geral, da forma f(x)=ax2+bx+c, na forma 
f(x)=a(x-h)2+k. Explorar o papel dos parâmetros a, b e c, em particular o 
papel do parâmetro b. Determinar as coordenadas do vértice da parábola 
definida por f(x)=ax2+bx+c. Resolver equações f(x)=0 e compreender a 
fórmula resolvente para equações do segundo grau. Compreender que a 
equação f(x)=0 tem 0, 1 ou 2 soluções reais. Resolver inequações, da forma 
f(x)>0.  
 
11. Resolver problemas envolvendo funções quadráticas. Estes problemas serão, 
em geral, problemas ligados à realidade. Pretende-se que os alunos 
desenvolvam a capacidade para compreender enunciados diferentes, que 
desenvolvam a capacidade para traduzir problemas para a linguagem 
matemática, que mobilizem os conhecimentos matemáticos que adquiriram 
durante a unidade de ensino sobre funções quadráticas, e que verifiquem se os 
resultados matemáticos obtidos fazem sentido, no contexto da realidade dos 
enunciados.   
 
4.  Aula de segunda-feira, dia 27 de Fevereiro de 2012 
 
 
Alguns alunos já estudaram, no 9º ano, as funções quadráticas da forma mais 
simples f(x)=ax2, com a≠0, b=0 e c=0. Outros porventura ainda não estudaram. O 
meu primeiro objectivo é rever ou introduzir funções quadráticas desta forma. 
Deverá ser evidente, que estas funções são diferentes das funções afim ou 
proporcionalidade inversa, devido à diferença que existe na sua forma algébrica. 
Pretendo estudar em primeiro lugar, em conjunto com os alunos, a influência que o 
parâmetro a tem no gráfico destas funções. A representação gráfica será aliás 
enfatizada ao longo de toda esta unidade de ensino. Apesar da sua forma 
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simplificada, a compreensão desta classe particular de funções é essencial para a 
posterior compreensão da família mais geral de funções quadráticas.  
Para fazer esta exploração pedirei aos alunos para traçarem gráficos de 
algumas funções quadráticas, precisamente da forma f(x)=ax2, com as calculadoras 
gráficas, e discutirem em grupo os resultados obtidos. 
Segue-se uma discussão colectiva, ao nível de toda a turma, dos resultados 
dos alunos, com recurso ao “viewscreen”. Deve surgir a ideia de que para a>0, o 
gráfico tem concavidade voltada para cima e que quando a aumenta (e a>0) a 
abertura do gráfico vai ficando mais reduzida. Para a<0 deve verificar-se que o 
gráfico tem concavidade voltada para baixo e que quando a diminui (|a| aumenta 
porque a<0) a abertura do gráfico diminui. Deverá ser também evidente que o gráfico 
destas funções é completamente diferente do gráfico de uma função afim ou de uma 
função proporcionalidade inversa. 
Pretendo também discutir colectivamente, com a turma, as principais 
características destas funções: a existência de um eixo de simetria, vertical, do seu 
gráfico, isto é f(-x)=f(x), a existência de um minimizante de f, quando a>0, em x=0, e 
a existência de um maximizante de f, quando a<0, em x=0. Em qualquer destes dois 
casos, a existência de um vértice do gráfico de f, de coordenadas (x=0,y=f(0)=0). 
Observaremos também que para a>0 (a<0) a função f é estritamente crescente 
(decresecente) no intervalo [0, +∞[ e estritamente decrescente (crescente) no 
intervalo ]-∞, 0]. Determinaremos ainda o domínio e o contradomínio de f(x). 
Informarei então que a curva descrita pelo gráfico de f(x) tem o nome de 
parábola. Observarei que nem todas as parábolas, desenhadas no plano cartesiano, 
constituem gráficos de funções. Basta pensar na parábola de equação x=ay2, que 
resulta de uma rotação de 90º (no sentido dos ponteiros do relógio) da parábola de 
equação y=ax2=f(x), quando a>0. Falarei então do foco, de coordenadas (0, 1/(4a)) e 
da reta directriz, de equação y=-1/(4a), da da parábola de equação y=f(x). Os pontos 
desta parábola encontram-se precisamente à mesma distância do foco e da directriz. 
Verificarei esta identidade para um ou dois casos particulares.  
As parábolas de equação y=f(x) têm a propriedade interessante de que raios 
de luz, paralelos ao seu eixo (x=0) se reflectem na superfície da parábola (supondo 
que esta superfície é espelhada) de forma a convergirem todos no seu foco. Esta 
propriedade é utilizada nas antenas parabólicas de receptores de ondas de televisão 
ou nas antenas de telescópios e rádio-telescópios. É também utilizada em certas 
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centrais solares, para aquecer água em tubos que passam precisamente no foco da 
parábola. Também é possível utilizar esta propriedade ao contrário para fazer 
lanternas ou faróis: raios de luz provenientes do foco são reflectidos num espelho 
parabólico de forma a resultarem num feixe de raios paralelos (unidirecionais). Penso 
que é importante chamar à atenção para estas aplicações práticas.  
Falarei também da trajectória de um objecto lançado ao ar, com velocidade 
inicial (vectorial) não vertical. Os alunos devem reconhecer que esta trajectória é 
uma parábola com concavidade voltada para a superfície da Terra – a forma 
parabólica destas trajectórias é particularmente visível quando se lança água de uma 
mangueira (ou de uma fonte). Finalmente mencionarei estruturas parabólicas como 
os cabos de uma ponte de suspensão (na construção civil).  
Segue-se a discussão da solução de equações da forma ax2=0. Deverá ficar 
claro que resolver estas equações equivale a determinar os zeros da função f, ou seja, 
os valores de x para os quais o gráfico de f intersecta o eixo x. Discutiremos também 
as inequações ax2>0 (para valores de a positivos ou negativos).  
As funções quadráticas mais simples, a seguir às funções quadráticas que 
mencionei na secção anterior, são as funções da forma f(x)=ax2+k ou f(x)=ax2+c 
(k=c). Na segunda tarefa desta aula, pretendo que os alunos explorem, em grupo, 
estas funções, designadamente o papel dos parâmetros a e k, com a calculadora 
gráfica. Podem por exemplo fixar o valor de a e variar o valor de k e depois fixar k e 
variar a. 
Segue-se a discussão colectiva dos resultados dos alunos. Deverá surgir a 
conclusão de que o papel do parâmetro a é o que tinha nas funções com k=0 e que o 
parâmtero k faz com o gráfico da função f(x)=ax2 (k=0) sofra uma translacção 
vertical de k unidades. Discutiremos também as propriedades das funções 
f(x)=ax2+k.  
Resolverei então algumas equações, da forma f(x)=ax2+k=0, no quadro. Em 
particular observarei que se a e k tiverem o mesmo sinal, estas equações não têm 
ssolução. 
Explicarei também como se resolve uma inequação da forma f(x)>0 (ou 
f(x)≥0). A minha abordagem será predominantemente gráfica e recorrerei a dois ou 
três exemplos. Seguem-se algumas questões para os alunos resolverem em grupo: 
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1.  
 
1.1  Esboça o gráfico e determina o vértice das parábolas de equação: 
 
 a) y=f1(x)=x2+1,5 
 b) y=f2(x)=2x2-5 
 
1.2  Resolve as inequações: 
 
 a) f1(x)>0 
 b) f1(x)<0 
 c) f2(x)≥0 
 d) f2(x)≤0 
 
A resolução destas questões será discutida com toda a turma. 
 
 
5.  Aula de quarta-feira, dia 29 de Fevereiro de 2012 
 
 
Nesta aula os alunos explorarão as funções quadráticas da forma f(x)=a(x-h)2 
e f(x)=a(x-h)2+k. Interessa nomeadamente que investiguem o papel dos parâmetros a, 
h e k. Começaremos com o primeiro tipo. Tal como na primeira aula, os alunos 
explorarão exemplos em grupo, com a calculadora gráfica, e utilizarei o 
“viewscreen” durante as discussão colectiva. 
A discussão colectiva dos resultados contemplará as propriedades das funções   
f(x)=a(x-h)2 : os seus domínios (sempre R) e os seus intervalos de crescimento e 
decrescimento, etc; e o eixo de simetria e as coordenadas do vértice, dos respectivos 
gráficos. 
Passamos então às equações e inequações. É de notar que as equações têm 
uma única solução. Os exemplos para os alunos são os seguintes: 
 
1. 
 
1.1 Esboça o gráfico e determina as coordenadas do vértice das parábolas definidas 
pelas seguintes funções: 
 
a) f1(x)=-4(x-5)2 
b) f2(x)=2(x+3)2 
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1.2 Resolve as seguintes inequações: 
 
a) f1(x)≥0 
            b) f2(x)≥0 
 
A resolução de cada uma das alíneas, destas duas questões, será discutida 
com toda a turma. 
Chegamos nesta altura às funções da forma f(x)=a(x-h)2+k. Pretendo 
novamente que os alunos explorem estas funções e o efeito que cada um dos três 
parâmetros tem no seu gráfico.  
Discutirei então (como tenho vindo a descrever) com os alunos, os seus 
resultados, e discutirei também as propriedades das funções quadráticas da forma 
f(x)=a(x-h)2+k : domínio, intervalos de crescimento e decrescimento, etc; e o eixo de 
simetria e as coordenadas do vértice dos gráficos respectivos. 
Explicarei também a resolução de equações quadráticas f(x)=0 com f(x) 
escrita na forma f(x)=a(x-h)2+k.  
Volto a dizer que a minha abordagem de inequações quadráticas será gráfica, 
isto é, dada uma inequação como por exemplo, f(x)>0, ensinarei a esboçar o gráfico 
de f(x), a partir das coordenadas do seu vértice V=(h,k) e da sua curvatura governada 
pelo parêmetro a. Se a e k forem negativos, a inequação não tem solução. Se a e k 
forem positivos,  qualquer valor de x, real, satisfaz a inequação. Se a for positivo e 
k=0, então qualquer valor se x, real, excepto x=h, satisfaz a inequação. Se a for 
positivo e k negativo, então x ]-∞, r1[  ]r2, +∞[, onde r1 e r2 são as raízes de 
f(x)=0. Se a for negativo e k positivo, então x ]r1, r2[ .  
Seguem-se alguns exemplos para os alunos. 
2.   
 
2.1  Esboça o gráfico e determina as coordenadas do vértice das seguintes parábolas: 
 
a) y=f1(x)=2(x-1)2+3 
b) y=f2(x)=-3(x+3)2+8 
 
 
A resolução destas alíneas será discutida com tuda a turma. 
 
Mostrarei então como se resolvem as inequações da forma f(x)=a(x-h)2+k>0 
(ou f(x)≥0). Os alunos poderão praticar com os seguintes exemplos:  
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2.2  Resolve as inequações: 
 
a) f1(x)>0 
b) f1(x)<0 
c) f2(x)≥0 
d) f2(x)≤0 
 
 
A resolução destas alíneas será discutida com toda a turma. 
 
Assim terminará a aula do dia 29 de Fevereiro. 
 
 
6. Aula de quinta-feira, dia 1 de Março de 2012 
 
 
A função quadrática mais geral tem a forma f(x)=ax2+bx+c, isto é, tem um 
termo quadrático, ax2, um termo linear, bx, e um termo constante c. Nesta aula os 
alunos verão que é sempre possível escrever f na forma f(x)=a(x-h)2+k. Portanto esta 
forma é também completamente geral para funções quadráticas. Como os alunos já 
conhecem bem as propriedades de funções com esta forma, das duas aulas anteriores, 
e sabem já resolver equações da forma a(x-h)2+k=0, ou inequações da forma a(x-
h)2+k>0, podem também resolver as equações ax2+bx+c=0, e inequações 
ax2+bx+c>0. 
Uma forma tradicional de converter a forma f(x)=ax2+bx+c na forma 
f(x)=a(x-h)2+k, consiste em “completar o quadrado”.  Este procedimento consiste no 
que se segue. Quando a=1, isto é f(x)=x2+bx+c,  podemos escrever 
f(x)=x2+2(b/2)x+(b/2)2-(b/2)2+c, ou seja, f(x)=(x+b/2)2+c-(b/2)2. Ou seja, a adição de 
(b/2)2 a x2+2(b/2)x resulta no quadrado (x+b/2)2. Mas também é necessário subtrair 
(b/2)2 a f(x) para não alterar o seu valor. Pode portanto concluir-se que h=-b/2 e k=c-
(b/2)2=c-b2/4. Quando a≠1 temos que primeiro pôr a em evidência: 
f(x)=a[x2+(b/a)x+(c/a)]. Pode-se então aplicar o raciocínio anterior à expressão que 
se encontra entre parênteses rectos: f(x)=a[(x+(b/2a))2+(c/a)-(b/2a)2]. E portanto 
f(x)=a(x+(b/2a))2 + c – (b2/4a). Vemos que h=-(b/2a) e k=c-b2/4a.  
Uma forma de converter f(x)=ax2+bx+c em f(x)=a(x-h)2+k, que me parece 
um pouco mais simples, consiste em primeiro desenvolver o quadrado (x-h)2, isto é,          
f(x)=a(x2-2hx+h2)+k=ax2-2ahx+ah2+k. Depois, identificando os coeficientes dos 
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termos do primeiro grau, conclui-se que -2ah=b  h=-b/2a ; e, identificando os 
termos de grau zero, conclui-se que ah2+k=c, pelo que k=c-ah2=c-a(b2/4a2) =c-b2/4a. 
Como este método da identificação dos coeficientes dos termos de grau 1 e 0 me 
parece um pouco mais simples, optei por ensinar este método aos alunos.    
Os exercícios seguintes, permitem a prática desta transformação algébrica: 
 
 
1.  
 
1.1  Escreve as funções das alíneas seguintes na forma f(x)=a(x-h)2+k, esboça os 
seus gráficos e determina as coordenadas dos seus vértices. 
 
a) f1(x)=3x2+2x-1 
b) f2(x)=-3x2-5x+1 
c) f3(x)=-2x2-2x-3 
 
1.2  Resolve as inequações: 
 
a) f1(x)>0 
b) f2(x)≥0 
c) f3(x)≥0 
d) f3(x)<0 
 
As resoluções destas questões serão discutidas colectivamente. 
A seguir, no quadro, recordo como se deduz a fórmula resolvente para 
equações do segundo grau: f(x)=ax2+bx+c=0 e um pouco da história destas equações. 
Nomeadamente verificar-se-á que quando o binómio discriminante Δ=b2-4ac>0, a 
equação tem duas soluções distintas, quando Δ=0, a equação tem uma única solução, 
e quando Δ<0, a equação não tem qualquer solução.    
 
 
7.  Aula de segunda-feira, dia 5 de Março de 2012 
 
 
Nesta aula iniciarei a última fase desta unidade de ensino, que incidirá sobre a  
resolução de problemas envolvendo funções quadráticas. Esta fase decorrerá durante 
a aula que aqui descrevo, de segunda-feira, dia 5 de Março, e também durante as 
aulas de quarta-feira, dia 7 de Março e quinta-feira, dia 8 de Março. Os enunciados 
dos problemas serão entregues em fichas, aos alunos (nas aulas) e os alunos resolvê-
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los-ão em grupo. Após cada problema, haverá uma discussão colectiva da sua 
resolução.  
Antes da resolução dos problemas farei algumas recomendações genéricas 
aos alunos, quanto à resolução de problemas: 1) É importante ler o enunciado de 
cada problema com atenção para se perceber bem o que é pedido e quais são os 
dados do problema. É mesmo conveniente lê-lo duas vezes e pode ser necessário 
relê-lo mais vezes. 2) Recorrer a figuras ou desenhos, quando pertinente, para 
representar a situação ou situações referidas no enunciado. 3) Traduzir o enunciado 
para a linguagem matemática – definição de funções, equações, inequações, etc. 4) 
Adoptar uma estratégia matemática para resolver as questões matemáticas 
formuladas no passo anterior. 5) Avaliar de forma crítica os resultados obtidos à luz 
do enunciado. Rever e questionar o que foi feito nos passos anteriores, especialmente 
se os resultados não fizerem sentido.     
 
 
Problema 1:  
 
A Teresa tem uma rede com um comprimento total de 32 m, com a qual 
pretende fazer uma cerca rectangular para o seu cão, com uma área tão grande quanto 
possível. Quais devem ser a largura e o comprimento desta cerca ? E qual é a área 
resultante ?  
 
Segue-se uma discussão do problema 1, no âmbito de toda a turma. 
 
 
Problema 2: 
 
Uma bola é lançada ao ar, à superfície da Terra, verticalmente, no instante 
t=0s, com uma velocidade inicial de 15 m/s, a partir de uma altura inicial de 1,3 m. A 
altura da bola é dada pela função y(t)=-4,9t2+15t+1,3 m.  
 
a)  Determina o tempo que a bola leva até atingir a sua altura máxima (arredondado 
às centésimas de segundo) e a altura máxima atingida (arredondada aos centímetros).  
 
b) Determina o tempo que a bola demora até chegar ao chão (arredondo às 
centésimas de segundo). A bola demora mais tempo a subir ou a descer ? Porquê ? 
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Segue-se uma discussão do problema 2, no âmbito de toda a turma.  
 
 
 
8.  Aula de quarta-feira, dia 7 de Março de 2012 
 
 
Esta é a segunda aula dedicada à resolução de problemas. Recordo que cada 
problema será resolvido em grupo pelos alunos, de forma autónoma. 
 
Começarei por fazer as recomendações sobre a resolução de problemas que 
fiz na aula anterior. 
Tal como na aula anterior, haverá uma discussão colectiva da resolução de 
cada um dos problemas propostos, logo após o periodo de trabalho autónomo dos 
alunos. 
 
   
Problema 3: 
 
Uma ponte de suspensão tem dois pilares centrais, com 180m de altura. A 
distância entre os pilares é de 800m e altura do tabuleiro, horizontal, da ponte é de 
80m. Sabe-se que os cabos da ponte descrevem uma parábola, que é tangente ao 
tabuleiro precisamente a meio caminho entre os pilares.  
 
a)  Determina exactamente a função y(x) que descreve a altura dos cabos da ponte, 
entre os pilares.  
 
b)  Qual é a região, sobre o tabuleiro da ponte e entre os seus pilares, acima da qual a 
altura dos cabos é superior a 120m (arredonda quaisquer comprimentos aos 
centímetros)?  
 
Segue-se a discussão colectiva da sua resolução.  
 
 
9.  Aula de quinta-feira, dia 8 de Março de 2012 
 
 
Esta aula é dedicada inteiramente à resolução de problemas envolvendo 
funções quadráticas. Tal como nas aulas anteriores, iniciarei a aula com as 
recomendações gerais sobre a resolução de problemas que descrevi a propósito da 
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aula de segunda-feira, 5 de Março de 2012. Depois, será entregue uma ficha de 
trabalho a cada aluno, com os enunciados dos problemas. Os alunos resolverão os 
problemas em grupo, um problema de cada vez. Após dar algum tempo aos alunos 
para resolverem cada problema, este será discutido colectivamente. Seguem-se os 
enunciados dos problemas previstos para a esta aula.  
 
Problema 4: 
 
A pressão sobre as rochas, minerais e o magma, existente no interior do 
planeta Terra, é dada pela função, P(r)=P0(1-r2/R2), onde r, em km, é a distância a 
que essa matéria se encontra do centro da Terra, R=6400 km, é o raio da Terra, e 
P0=1725000 atmosferas.  
 
a)  Qual é o significado da pressão P0 ? 
 
b)  Sabendo que para pressões superiores ou iguais a 35000 atmosferas é possível 
esmagar e deformar  rocha, determina a região do interior da Terra onde essa      
compressão e deformação acontece (arredonda quaisquer distâncias que queiras      
considerar aos quilómetros). 
 
Segue-se a habitual discussão, com toda a turma. 
  
 
 
10. Aula do dia 12 de Março de 2012 
 
 
Esta aula será utilizada para os alunos responderem, individualmente e por 
escrito, a um questionário sobre funções quadráticas. Com a primeira pergunta do 
questionário pretendo ver se os alunos entenderam o que é uma função quadrática, de 
uma forma genérica, por contraste com as funções afim. Esta pergunta também 
permite ver se os alunos têm uma concepção destas funções que é mais algébrica, 
mais gráfica ou que integra ambas as representações. As primeiras quatro alíneas da 
segunda pergunta testam a capacidade dos alunos para estabelecerem a conexão entre 
a representação gráfica de uma função quadrática e sua representação algébrica. A 
última alínea desta pergunta apresenta uma inequação do segundo grau bastante 
simples. A terceira questão é um problema geométrico, com um contexto de 
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realidade. Finalmente, com a quarta e quinta questões, pretendo obter alguma 
informação dos alunos sobre a forma como apreenderam a presente unidade de 
ensino, sobre funções quadráticas. Apresento o questionário num outro anexo.  
 
 
11. Recursos materiais que os alunos devem ter disponíveis 
 
Os alunos precisarão de uma régua para traçar gráficos e da calculadora 
gráfica. 
 
12. Recursos materiais para o professor 
 
“Viewscreen” para discutir os gráficos de funções quadráticas. 
 
 
13. Capacidades transversais 
 
 Raciocínio matemático: 
 
As tarefas exploratórias que planeei exigem que os alunos observem, com a 
calculadora gráfica, o gráfico de diversas funções quadráticas e raciocinem 
sobre o efeito que os diferentes parâmetros têm sobre estes gráficos. Os 
alunos terão também que compreender e praticar a transformação algébrica 
f(x)=ax2+bx+c → f(x)=a(x+b/2a)2 + c-b2/4a. Finalmente, terão que enfrentar 
alguns problemas ligados à realidade, e raciocinar com base no que 
aprenderam sobre funções quadráticas para os resolver. 
 
 Comunicação matemática: 
 
Os alunos terão que participar oralmente, utilizando uma linguagem matemá- 
tica  apropriada e um raciocínio matemático apropriado, nas discussões que se  
seguem  às  actividades  exploratórias, exercícios e problemas. Terão também  
que  justificar  por  escrito as opções que fazem enquanto resolvem os proble- 
mas. 
 
 Resolução de problemas: 
 
A resolução de problemas é essencial. A resolução de problemas é um dos 
principais objectivos da matemática e os problemas estabelecem uma ligação 
entre o conhecimento matemático e a realidade. 
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 Tecnologia matemática: 
 
No grande tema das funções, e em particular, na unidade de ensino “funções 
quadráticas”, a representação gráfica é essencial. A calculadora gráfica e o 
computador (com programas como o geogebra), constituem instrumentos 
muito úteis para representar funções graficamente. Além disto permitem 
estabelecer um paralelismo entre as representações algébrica e gráfica. O uso 
destes instrumentos está contemplado no programa de matemática do ensino 
secundário.   
 
 História da matemática: 
 
É importante que os alunos compreendam os conceitos matemáticos e 
pratiquem a sua utilização mas é também importante que aprendam como é 
que estes conceitos e técnicas evoluiram historicamente para ficarem com a 
ideia de que a matemática é uma actividade humana, sujeita a acidentes 
históricos e a uma evolução histórica que pode não ser a mais lógica, à luz 
dos conhecimentos de que agora dispomos. Nesta unidade de ensino farei 
algumas referências à história da resolução de equações do segundo grau e à 
história de algumas das aplicações práticas.  
 
 
Lisboa, 15 de Fevereiro de 2012, 
 
Guilherme Nunes 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 144
 
 145
 
Anexo 2 
 
                                                         
                                           Escola Secundária com 2º e 3º ciclos D. João 
V  
                                       
                                                        Matemática A – 10º ano – 2011/2012                 
 
                                                Tópico:  Problemas envolvendo Funções  
                                                             Quadráticas        
 
                                                                            
                                              
                         
 
                                                                                                                                      
1. A Teresa tem uma rede com um comprimento total de 32 m, com a qual pretende 
fazer uma cerca rectangular para o seu cão, com uma área tão grande quanto 
possível. Quais devem ser a largura e o comprimento desta cerca ? E qual é a área 
resultante ?  
 
  
2. O André está a brincar com uma bola num jardim. Lança-a verticalmente, no 
instante t=0 s, com uma velocidade inicial de 15 m/s, a partir de uma altura inicial de 
1,3 m. A altura da bola é dada pela função y(t)=-4,9t2+15t+1,3 m.  
 
a) Determina o tempo que a bola leva até atingir a sua altura máxima (arredondado às 
centésimas de segundo) e a altura máxima atingida (arredondada aos centímetros). 
 
b) Determina o tempo que a bola demora até chegar ao chão (arredondo às 
centésimas de segundo). A bola demora mais tempo a subir ou a descer ? Porquê ? 
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Anexo 3 
 
                                                         
                                           Escola Secundária com 2º e 3º ciclos D. João 
V  
                                       
                                                        Matemática A – 10º ano – 2011/2012                 
 
                                                Tópico:  Problemas envolvendo Funções  
                                                             Quadráticas        
 
                                                                                                 
                                              
                                                                                                                                      
 
3. Uma ponte de suspensão tem dois pilares centrais, com 180m de altura. A 
distância entre os pilares é de 800m e altura do tabuleiro, horizontal, da ponte é de 
80m. Sabe-se que os cabos da ponte descrevem uma parábola, que é tangente ao 
tabuleiro precisamente a meio caminho entre os pilares.  
 
a)  Determina exactamente a função y(x) que descreve a altura dos cabos da ponte, 
entre os pilares.  
 
b)  Qual é a região, sobre o tabuleiro da ponte e entre os seus pilares, acima da qual a 
altura dos cabos é superior a 120m (arredonda quaisquer comprimentos aos 
centímetros)?  
 
 
4. A pressão sobre as rochas, minerais ou magma, no interior do planeta Terra, é 
dada pela função, P(r)=P0(1-r2/R2), onde r, em km, é a distância a que esse material 
se encontra do centro da Terra, R=6400 km, é o raio da Terra, e P0=1725000 
atmosferas.  
 
a) Qual é o significado da pressão P0 ? 
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b) Sabendo que para pressões superiores ou iguais a 35000 atmosferas é possível     
esmagar e deformar  rocha, determina a região do interior da Terra onde essa      
compressão e deformação acontece (arredonda quaisquer distâncias que queiras      
considerar aos quilómetros). 
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Anexo 4 
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                                                        Matemática A – 10º ano – 2011/2012                 
 
                                                Tópico:  Problemas envolvendo Funções  
                                                             Quadráticas        
 
                                                  
                                                
                                              
 
                                                                                                                                      
 
5.  Um recipiente cilíndrico, de raio R=0,25m e altura H=0,5m, contem um líquido 
cuja superfície se encontra à altura de h=0,3m, em repouso. O recipiente começa 
então a rodar, à taxa de f=75,63 rotações por minuto. Uma secção da superfície do 
líquido passa então a descrever uma parábola de equação y=3,2x2 + 0,2 m, onde x é a 
abcissa dessa secção, medida em relação ao eixo central do recipiente.  
 
a) Determina a altura do ponto mais baixo da superfície do líquido e compara-a com 
a altura inicial que o líquido tem. 
 
b) Será que o líquido se entorna ? 
 
c) Para que valores de x é que a altura do líquido excede h ? 
 
 
 
 
Nota:   Esta ficha não foi apresentada nas aulas por não ter havido tempo suficiente.  
 
 150
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 151
 
Anexo 5 
 
Questionário sobre funções quadráticas  
 
12 de Março de 2012 
 
Nome: 
 
 
1. Dá um exemplo de uma função afim e outro exemplo, de uma função quadrática.  
    Que diferenças existem entre as funções afim e as funções quadráticas ?  
 
 
2. Para cada uma das cinco alíneas seguintes, assinala a afirmação correcta 
(considera que os gráficos das primeiras quatro alíneas são sempre de funções 
quadráticas).  
 
a) 
 
 
f(x)
-8
-6
-4
-2
0
2
4
6
8
10
-6 -4 -2 0 2 4 6
 
 
  
i) f(x)=x2 + 9 
ii) f(x)=-x2 + 3 
iii) f(x)=-x2 + 9 
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iv) f(x)= -(x-3)2 + 9 
v) f(x)= (x-3)2 + 9 
 
 
 b) 
 
f(x)
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
-2 -1 0 1 2 3 4
 
 
 
i) f(x)=2(x-1)2 
ii) f(x)=2(x+1)2 
iii) f(x)=(x-2)2 
iv) f(x)=(x-1)2  
v) Nenhuma das possibilidades anteriores. 
 
c)  
 
f(x)
-6
-5
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4
5
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6
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i) f(x)=-(x-2)2 + 8 
ii) f(x)= (x-2)2 + 4 
iii) f(x)=-(x+2)2 + 4 
iv) f(x)= (x+2)2 + 4 
v) f(x)=-(x-2)2 + 4 
 
 
d)    
 
f(x)
-2
-1
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
0 1 2 3 4 5 6 7
 
 
i) f(x)=x2 -8x+15 
ii) f(x)=x2 -4x+3 
iii) f(x)=x2 -6x+8 
iv) f(x)=2x2 -6x+8 
v) Nenhuma das possibilidades anteriores. 
 
 
e) x2 ≤ 9 é equivalente a dizer que: 
 
i) x ≤ 3 
ii) x ≤ -3 
iii) x  está no intervalo ]-∞,-3] U [3,+∞[ 
iv) x está no intervalo [-3,3] 
v) Nenhuma das possibilidades anteriores. 
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3. O Sr. Silva quer construir dois canteiros quadrados, separados um do outro, no seu 
jardim. Dispõe de cimento para construir muros com um comprimento total de 16 m, 
mas quer que os canteiros ocupem uma área que seja o menor possível. Qual deve ser 
o comprimento do lado de cada um dos canteiros a construir pelo Sr. Silva ? Qual é a 
área de cada canteiro? E qual é a área ocupada pelos dois canteiros ? Justifica bem as 
tuas respostas. 
 
 
4. Das aulas sobre funções quadráticas, do que é que gostaste mais? E menos? Podes   
dar exemplos de tarefas concretas que tenham sido realizadas nas aulas. 
 
 
5. Quais foram as dificuldades que sentiste com tarefas envolvendo funções quadrá-     
ticas ? Podes dar exemplos.  
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Anexo 6 
 
Guião das Entrevistas sobre Funções Quadráticas 
 
Março de 2012 
 
 
Começo por cumprimentar o aluno, ou a aluna, e agradecer a sua presença. 
Explico também que o objectivo da entrevista é procurar entender como é que alunos 
do ensino secundário encaram e aprendem o tópico das funções quadráticas, 
incluindo a resolução de problemas sobre funções quadráticas.  
Será enfatizado que o objectivo da entrevista não é, portanto, avaliar o aluno 
entrevistado. 
Para cumprir o objectivo proposto, é importante que o aluno seja o mais 
franco possível, e isso será pedido ao aluno, ou aluna. 
 
 
 
PARTE 1: 
 
 
É apresentado o seguinte problema: 
 
 
PE1. Uma fortaleza encontra-se num promontório, junto ao mar, a 100m de altura. 
Desta fortaleza é disparado um projéctil, com uma certa inclinação e com uma certa 
velocidade inicial. A coordenada horizontal da fortaleza (a sua abcissa) é x=0m. A 
altura y do projéctil é uma função quadrática da abcissa do projéctil:  
y(x)=-0,0005x2+0,8x+100 m.  
 
a)  Determina a altura máxima atingida pelo projéctil (arredondada aos centímetros). 
 
b) Determina o alcance do projéctil, isto é, a distância entre a base do promontório e 
o ponto onde o projéctil cai sobre o mar (arredondada aos centímetros). 
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c) Determina os valores da abcissa do projéctil para os quais a sua altura (acima do 
mar) se encontra entre 0m e 75m, inclusivé (arredonda aos centímetros). 
 
 
Pedirei aos alunos para resolverem o problema, uma alínea de cada vez, 
raciocinando em voz alta. Poderei e deverei intervir enquanto os alunos resolvem o 
problema, no sentido de ir esclarecendo aquilo que os alunos vão dizendo.  
  
Nota: PE1 é uma abreviatura para “problema das entrevistas número 1”. 
 
 
Em seguida, é apresentado um segundo problema: 
 
 
PE2. A “MalhasJovem” é uma empresa de têxteis e fabrica camisolas. O custo do 
fabrico de cada camisola é de 10 Euros. Além disto, sabe-se que a quantidade, Q, de 
camisolas que consegue vender, num ano, é uma função do seu preço P:             
Q(P)= 20000 - 500 P.  
 
a) Qual deve ser o preço escolhido de forma a maximizar o lucro anual da empresa,  
    obtido com a venda de camisolas ?        
 
b)  Qual  é  o  lucro  anual   que   a  “MalhasJovem”  espera  obter  com  a  venda  de 
camisolas ? 
 
c) Qual é a quantidade de camisolas que espera vender, anualmente ? 
 
d) Que lucro obteria a empresa se optasse por um preço de 30 Euros ?  
 
 
 
Pedirei novamente aos alunos para resolverem o problema, uma alínea de 
cada vez, raciocinando em voz alta. Claro que poderei e deverei intervir para tentar 
compreender melhor algumas das afirmações feitas pelos alunos.   
A primeira parte da entrevista centra-se portanto na resolução de problemas 
por parte dos alunos. No primeiro problema, PE1, a função quadrática é dada. 
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Pretendo ver, nesse caso, se os alunos conseguem traduzir o enunciado para a 
linguagem matemática, se conseguem determinar as coordenadas do vértice da 
parábola que é o gráfico de y(x), se conseguem determinar o zero relevante da função 
y(x), e se conseguem resolver inequações quadráticas. No segundo problema, PE2, 
os alunos têm que determinar a função quadrática relevante. Quero verificar se os 
alunos continuam a ter as dificuldades, reveladas nas aulas, com esta determinação. 
Seguem-se algumas questões que requerem uma interpretação matemática correcta 
do enunciado. As duas primeiras destas questões incidem sobre o vértice do gráfico 
da função lucro, L(P) (que é uma função quadrática). A terceira incide sobre a 
quantidade de camisolas vendidas, que se obtem a partir do preço óptimo de venda, e 
portanto também tem que ver com o vértice anteriormente mencionado.   
 
 
 
PARTE 2: 
 
 
A segunda parte da entrevista incide sobre as questões 2 (as 5 alíneas de 
escolha múltipla) e 3 (o problema) do questionário realizado na segunda-feira, dia 12 
de Março de 2012, durante a aula. Pretendo saber como é que cada um dos alunos 
raciocinou para responder a estas questões. Intervirei informalmente enquanto estiver 
a ouvir as explicações dos alunos para esclarecer algumas afirmações que estes 
fizerem.   
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